LA RELATION ENTRE MODELISATIONS MATHEMATIQUES
ET SITUATIONS D'EXPERIENCE POUR LE SAVOIR
PROBABILISTE

Une conception épistémologique pour l'analyse des
processus d'enseignement

H. STEINBRING

In teaching/learning processes, mathematical knowledge and its meaning cannot be adequately characterized
as an a priori fixed and rigid structure. Understanding and personal meaning of knowledge is generated in
recursive social interaction in mathematics teaching. A method for analyzing mathematics teaching is
developed which tries to take into account the fact that the establishment of meaning depends on
teacher-student interaction ;conceptual patterns of the development of mathematical knowledge with its
different levels of meaning are vizualized by means of specifically constructed graphical diagrams.

Mathématiques et enseignement - Phénomeénes linéaires ou systémes com-
plexes ?

Le paradigme prédominant et disséminé de la nature du savoir et de 'enseignement des ma-
thématiques est celui d'une suite linéaire et déductive de phénomenes . Fondé sur des con-
cepts élémentaires, I'édifice entier du savoir mathématique serait construit d'une maniére
déductive. Et, en suivant cet ordre linéaire et logique, les processus d'enscignement et
d'apprentissage devraient étre organisés comme une suite linéaire de pas.

Ce paradigme est accepté plus ou moins immédiatement par la plupart des enseignants et
des chercheurs. Que le savoir mathématique soit organisé de maniere déductive n'est pas
mis en question. Et, en raison des conditions temporelles et séquentielles de toute activité
d'enseignement, les enseignants de mathématiques considérent que leur tiche essentielle est
de transmettre les connaissances pas a pas et concept par concept.
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Ce paradigme se trouve aussi, implicitement, dans les recherches didactiques sur l'ensei-
gnement en mathématiques, et dans la pratique de 1'enseignant. Méme si les maitres ont des
conceptions personnelles sur les mathématiques et sur leur enseignement, ils ne contestent
pas le paradigme d'une organisation linéaire (cf. Brown 1985, Cooney 1985). Des expériences
faites dans l'observation de classes et dans des cours de formation continue pour les ensei-
gnants confirment cette impression : pour les professeurs de mathématiques c'est un fait ir-
réfutable que le savoir mathématique et sa transmission sont des phénomenes linéaires.

Une vue superficielle de la structure du savoir et du cours d'enseignement peut donner
I'impression du bien fondé de cette conception. La séquentialisation du savoir par sa pré-
sentation discursive et 'exigence didactique de le présenter d'une maniére séquentielle et
temporelle (Chevallard 1985 chap. 5&6) font que la recherche des “solutions” dans la théorie et
dans la pratique de I'enseignement des mathématiques se dirige surtout vers des arrange-
ments linéaires optimisés du savoir scolaire, et vers des ordres linéaires conformément adap-
tés aux processus d'enseignement et d'apprentissage.

Cette interprétation apparemment évidente est-elle valide ? Récemment, plusieurs études
concernant les rapports sous-jacents a la “structure de surface” de la représentation du sa-
voir et de son déroulement didactique viennent mettre en doute ce paradigme.

Dans la perspective socio-communicative sur les processus d'enseignement réels, cette in-
terprétation est mise en question. Il parait plus raisonnable de considérer le déroulement de
I'enseignement comme un processus mutuellement interactif qui ne peut étre déterminé ni
complétement ni uniquement par les conditions initiales mais qui posséde un caractére de
systtme complexe. L'enseignement représente un “systéme de rétroactions” au sein duquel
certaines structures, certains modes de déroulement et certains symptdmes se produisent.
Des routines et rituels communicatifs (cf. Bauersfeld 1978, Voigt 1984) par exemple ou des phé-
nomenes spécifiques liés a 'activité d'enseignement comme l'effet “Topaze” ou l'effet
“Jourdain” (cf. Brousseau 1986).

Non seulement du c6té des analyses didactiques des processus réels d'enseignement, mais
aussi du coté des études historiques et épistémologiques sur la nature du savoir mathémati-
que, le paradigme “Les mathématiques et leur enseignement comme phénomenes linéaires”
est mis en question. Le savoir mathématique ne peut pas simplement étre saisi comme un
inventaire objectif et universel de propositions vraies - comme la présentation du savoir
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dans la littérature professionnelle le suggere. Les mathématiques dépendent des conditions
sociales et historiques. Pour analyser la nature du savoir mathématique dans les processus
d'enseignement et d'apprentissage, il parait par conséquent plus raisonnable de regarder ce
savoir comme un systéme toujours en développement - et non comme un produit préfabri-
qué et achevé. En outre, il est essentiel de ne pas considérer ce savoir en lui-méme comme
un domaine isolé, mais de toujours examiner son rapport au sujet de la connaissance (par
exemple au maitre, aux éléves, aux chercheurs etc...). A la suite d'une telle interprétation dynami-
que et rattachée au sujet, le savoir mathématique cesse d'apparaitre comme une “structure
linéaire et hiérarchique” et prend un caractére de systéme complexe.

Ce passage d'un point de vue qui privilégie les “phénomenes linéaires”, 4 un autre qui ex-
plicite les “systémes dynamiques de rétroactions”, va étre illustré dans les paragraphes sui-
vants, avec I'exemple du savoir probabiliste élémentaire et I'enseignement des probabilités

(au premier cycle).

Dans la théorie mathématique expérimentale du “chaos déterministe” (cf. Schuster 1985) il

existe maintenant des concepts précis pour décrire le comportement des “systémes

non-linéaires et complexes des mécanismes de rétroaction”. Cette description conceptuelle

des phénomeénes non-linéaires élaborée dans la théorie du chaos va tout d'abord nous servir

d'analogie relativement “ouverte” pour ne pas perdre de vue la contradiction essentielle

entre les interprétations “linéaires” et “non linéaires” du savoir mathématique et de son en-

seignement. Reste le probléme assez difficile de 1a modélisation et de la simulation mathé-
matique des processus non-linéaires de I'enseignement réel en mathématiques.

I1 Savoir mathématique comme systéme : le cas des probabilités.

La signification du savoir mathématique est-elle completement enfermée dans la définition

formelle des concepts ? Est-ce qu'une théorie mathématique peut étre dérivée exhaustive-

ment des concepts élémentaires et de définitions précises 7 Les probabilités élémentaires

sont un bon exemple pour étudier ces problemes épistémologiques du savoir mathématique.

Leur enseignement et l'analyse, aussi bien historique qu'épistémologique, de leur dévelop-
pement montrent que Ia relation entre fondation et déploiement de la théorie est plus com-

plexe que ne le laisse supposer la conception linéaire (cf. Steinbring 1980, 1986, 1988a, Jahnke

1978).

Traditionnellement, 'enseignant des mathématiques cherche a partir de notions fondamenta-
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les indubitables et de 13 il organise le processus d'enseignement et d'apprentissage sans ja-

mais avoir besoin de reconstruire les fondements préalablement établis. Cette démarche ne

peut étre suivie dans I'enseignement des probabilités. Il est impossible de définir le concept

de probabilit¢ d'une fagon universelle ou de l'appliquer automatiquement. De nouveaux

problémes mathématiques et des situations d'application diverses exigent souvent des mo-

délisations stochastiques et des interprétations probabilistes radicalement nouvelles. Ce

concept mathématique aux multiples significations chatoyantes ne peut qu'étre défini de ma-
niére “locale” - non pas de maniére universelle et absolue - par rapport & un contexte d'ap-
plication ou d'interprétation (Steinbring 1984, 1988b).

On peut observer, dans le développement historique des probabilités, l'existence de défini-

tions “locales” de probabilité et voir comment elles constitueraient une extension perma-
nente des applications et des significations du concept. L'interprétation conceptuelle des

probabilités a d'abord été lie au concept d'équipossibilité et d'équiprobabilité, puis elle a

été rapportée a la probabilité classique, quelquefois dite “probabilité de Laplace”, puis a la

probabilité fréquentiste et a la probabilité logique, et enfin 4 la caractérisation axiomatique

des probabilités. Les étapes de cette évolution ont conduit & une expansion des applications

et des interprétations. La dynamique de cette évolution fut la circularité dans les définitions,

résultat de l'intention exagérée d'équiper ces définitions “locales” avec des interprétations

trop universelles et “globales”.

L'analyse historique montre que la circularité dans les définitions du concept de probabilité
est par principe inévitable. Une définition doit toujours contenir a priori quelques aspects du
concept qu'on veut au fond dériver de 1a définition formelle. En derniére analyse, méme la
caractérisation axiomatique des probabilités ne constitue pas une définition sans circularité -
elle exclut le probléeme de la fondation du concept en se bornant aux aspects techniques de la
description mathématique implicite et elle laisse ouvertes les interprétations possibles des
axiomes (cf. Kolmogorov 1933).

Il n'est pas fécond de considérer la circularité dans les définitions de probabilité comme un
défaut, mais au contraire, il faut la considérer comme une forme “d'auto-référence concep-
tuelle”. Cela veut dire, par exemple, que le concept fondamental nouveau de probabilité ne
peut pas étre totalement réduit & d'autres concepts mathématiques. Ce concept contient des
dérerminations effectivement nouvelles et spécifiques aux probabilités ; leur portée concep-
tuelle n'est pas fixée par la définition formelle, mais elle doit évoluer pas a pas pendant que
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les définitions des concepts fondamentaux de la théorie sont modifiées et réorganisées.

L'auto-référence est une caractéristique fondamentale indiquant I'impossibilité de dédui-
re linéairement le savoir théorique a partir des concepts de base, ce savoir ayant le statut
d'un systéme complexe.

Le théoréme de Bernoulli est un exemple remarquable pour démontrer cette
auto-référence conceptuelle. Dans une perspective historique, ce théoréme représente la
premiére tentative élémentaire de modéliser mathématiquement la relation entre fréquence re-
lative et probabilité mathématique (resp. entre la situation empirique et sa description ma-
thématique). Le théoréme de Bernoulli peut étre exprimé a l'aide de la notion moderne sui-

vanfe
Soit h,, la fréquence relative de O en n épreuves indépendantes répétées

d'une expérience de deux résultats (0 = succes, 1 = échec) ayant les
probabilités p et ¢ = 1 - p. Le théoréme de Bernoulli dit que 1a différence
entre probabilité et fréquence relative tend vers O et 1a*“probabilité” de cet
événement a pour limite 1 lorsque n tend vers I'infini :

Ve>0, 3n>0, Vng In>=n,  Plh,-p|<&)21-m.

“On y trouve trois quantités variables : d'abord l'exactitude de 1'affirmation considérée, me-
surée par €, puis la validité de cette affirmation, mesurée par 1, et enfin le nombre des es-

sais faits, donné par n. Ces trois paramétres dépendent les uns des autres, on peut fixer
deux des paramétres et essayer d'estimer le troisiéme”. (Steinbring 1980, p. 131). La “forme
rédactionnelle” du théoréme de Bernoulli, selon laquelle la fréquence relative tend vers la
probabilité lorsque le nombre d'essais tend vers I'infini, cette connexion étant elle-méme
soumise a une “nouvelle” probabilité assez grande, est une autre forme de circularité dans la
définition du concept et dans celle de la complémentarité entre situation empirique et modé-
lisation mathématique. (Pour 'analyse didactique cf. v. Harten & Steinbring 1984 chap. 2.3 et Bichler &
Steinbring 1982).

Le concept de la probabilité est soumis au “principe d'auto-référence” pour sa fondation

conceptuelle et aussi pour son application 2 des situations externes. La signification de la
probabilité ne peut pas étre enfermée dans une définition mathématique formelle. Tout déve-
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loppement de ce concept de probabilité doit commencer par des interprétations relativement
immédiates et préliminaires des probabilités, lesquelles contiennent dés le commencement le
rapport fondamental entre situation d'application et modélisation mathématique, et ne se ré-
duisent pas simplement aux aspects formels et aux techniques. Au cours de ce développe-
ment, des aspects significatifs divers des probabilités sont élaborés pas 2 pas d'une fagon
toujours plus précise et plus compréhensive : cette élaboration est commandée par des
“mécanismes de rétroaction” et par des “auto-applications”, elle fait appel a un répertoire
croissant de techniques d'analyse et de descriptions mathématiques. Un tel développement
est comparable a I'évolution des structures significatives dans les systémes non-linéaires et
complexes, I'évolution y étant produite et stabilisée par des mécanismes de rétroaction.

Un autre exemple important de la stochastique pour éclaire le renversement du probléme de
la justification du savoir théorique : c'est le concept de hasard et d'indépendance stochasti-
que (Steinbring 1986). Le concept de hasard ou de suite de variables aléatoires ne saurait étre
un concept de base au sens qu'il fournirait une fondation fixe et immuable sur laquelle 'édi-
fice de la théorie serait érigé. Toutes les tentatives pour donner une définition précise du
concept de hasard (resp. du concept de suite de variables aléatoires, développé par exemple & l'aide de la
théorie de l'information) ont abouti au résultat que ce concept ne pouvait pas étre  compris a
priori d'une maniére nette et formelle. Il n'y a que des descriptions relatives du hasard, cela
veut dire, qu'il est seulement possible de décider suivant le niveau du développement de la
théorie, si une suite de variables aléatoires est vraiment aléatoire ou non. On a besoin de
tests statistiques élaborés par la théorie pour analyser la suite des variables aléatoires. Alors
la fondation du concept d'aléas ou de hasard dépend du niveau du développement de la
théorie des probabilités ; on ne saurait définir a priori la signification du concept de hasard
dans sa complexité.

Méme la théorie élémentaire des probabilités ne saurait étre dérivée des concepts élémentai-
res de maniére simplement linéaire - par exemple des concept de hasard et de probabilité. Il
faut prendre la perspective inverse : la théorie représente un systéme complexe dans lequel
se trouvent des relations implicitement définies entre concepts, entre moyens de représenta-
tion et d'activité, entre contextes d'interprétation et d'application, entre calculs et signes
mathématiques etc... Ce ne sont pas les concepts élémentaires qui justifient la théorie des
probabilités, au contraire, c'est le niveau actuel du développement de la théorie des probabi-
lités qui fournit des justifications partielles des concepts élémentaires.

I y a une autre fagon de décrire le caractére systémique du savoir probabiliste. Que le savoir
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stochastique soit un systtme complexe et ne soit pas linéairement dérivable des faits €lémen-

taires, implique de le comprendre comme forme relationnelle ou comme “mécanisme de cou-
plage” entre les aspects formels d'un calcul et les contextes d'interprétation pour tous les

niveaux de développement de ce savoir. Cette forme relationnelle est caractérisée par le

riangle épistémologique : objet, signe et concept.

Objet @~ = = = = = = =~ - = Signe

\ Concept /

Ce diagramme épistémologique représente des relations dans un systéme. La signification
du savoir en question n'est pas dérivable de I'un ou l'autre nceud du diagramme, mais elle
se constitue, a chaque instant du développement, comme une certaine forme d'équilibre,
resp. d'interaction entre les éléments de ce systeme.

D'abord, ce triangle épistémologique sert 2 décrire d'une fagon fondamentale le caractére
systémique du savoir théorique et de sa signification ; dans le paragraphe suivant, on va
essayer de démontrer comment ce triangle permet de développer aussi une méthode d'ana-
lyse de l'enseignement des mathématiques. Il s'agit d'une analyse des développements de la
signification du savoir mathématique qui se produisent en classe dans les interactions entre

maitre et éléves.

III Le développement du savoir mathématique dans l'interaction en classe

La signification du savoir mathématique ne saurait étre dérivée d'une maniére purement lo-
gique et linéaire. La signification s'établit de fagon relationnelle, elle est méme une “forme
relationnelle” reflétant le triangle épistémologique.

D'une part, ce triangle épistémologique est un instrument pour analyser la nature spécifique
du savoir mathématique. D'autre part, il sert de fondement conceptuel pour développer un
schéma d'observation de l'enseignement des mathématiques. Une hypoth&se importante est
que la distinction entre “objet” et “‘signe” représente une dimension centrale de I'épistémo-
logie du savoir théorique. Cette distinction permet de décrire et d'analyser le développement
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de la compréhension du savoir et de sa signification, et aussi les types et les “structures” de
savoir utilisés dans le processus d'enseignement. La relation complémentaire entre “objet”
et “signe” tient compte du caractére systémique et non-linéaire des processus d'enseigne-
ment. Elle permet de prendre une perspective plus différenciée sur le savoir dans I'interac-
tion entre maitre et éléves, et elle permet aussi, d'une maniére simple et encore préliminaire,
d'explorer et de rendre visible quelques structures de signification sous-jacentes a la
“surface lisse” de l'enseignement mathématique.

Nous allons maintenant présenter le schéma d'analyse de I'enseignement et les diagrammes
qui visualise le développement du savoir dans 1'enseignement. Ils se situent dans le cadre
d'une analyse exemplaire de quatre legons sur les probabilités élémentaires. Il ne sera pas
toujours possible d'expliquer en détail les méthodes de codage, celles de I'analyse des pro-
blémes et de la visualisation graphique ; une description complete se trouve dans Brom-
me/Steinbring (1987&1988).

Le codage des cours

Deux enseignants des mathématiques (maitres A et By ont été choisis, dans une population de
26 professeurs, en fonction de différences signifiantes pour certaines variables relatives a
leur style d'enseignement (Bromme/Steinbring 1987). Pour chacun des deux enseignants, on
analyse la transcription de deux legons sur I'introduction des probabilités (en Seme). Selon Ie
triangle épistémologique, les contributions des enseignants et des €léves sont codées
comme suit : les contributions sont codées “objet” (abr. : 0), lorsqu'elles ne contiennent que
des rapports a la situation du probléme ou de l'application, et elles sont codées “signe”
(abr. : S) lorsqu'elles ne contiennent que des aspects de calcul ou du modéle mathématique.
Enfin, les contributions sont interprétées comme appartenant au “niveau conceptuel”,
lorsqu'elles contiennent a la fois des aspects d'objet et de signe mis en relation (abr. : R).
{Une quatriéme catégorie comporte les contributions non-codifiables ; en plus, ces quatre catégories sont dis-
tinguées en “explication du maitre”, en “question du maitre” et “contribution d'un éléve”, ce qui conduit & un
total de douze catégories différentes. Par la suite, on ne considéra que les trois catégories centrales “objet”

(0), “relation” (R) et “signe” (8).)
Le codage est fondé sur une analyse didactique et épistémologique des problemes mathéma-

tiques traités dans les legons, analyse qui a mené 2 distinguer entre le niveau de l'objet et le
niveau du modéle dans le contenu mathématique de 1a legon étudiée. Deux observateurs ex-
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ternes établirent séparément le codage technique des niveaux des contributions mathémati-
ques. Dans ce but, les transcriptions des legons furent segmentées en éléments de deux mi-
nutes ; elles furent aussi subdivisées en unités sémantiques. Chaque unité sémantique fut
codée selon le schéma établi préalablement. A 1'aide d'un programme d'ordinateur, les lis-
tes de codage furent traduites en un diagramme graphique montrant le développement du
Savoir (voir, par exemple, diagramme A1). Chaque trait noir représente une contribution (du maitre
ou d'un éleve) de type 0, S ou R. Les traits noirs tracés sur les trois niveaux indiquent la pré-
sentation des problemes mathématiques au cours de 1a legon. (Pour une présentation plus détail-
lée, par exemple concernant la fiabilité du codage et la représentation graphique de toutes les douze catégo-

ries, voir Bromme/Steinbring 1987).
Le contenu des cours et leur déroulement

Le théme mathématique général des quatre lecons considérées était une mtroduction du con-
cept “d'arbre probabiliste” comme moyen de représentation et d'activité ainsi qu'une premie-
re application. On a commencé par une situation de jeu, simple et accessible aux enfants :
un petit garcon quitte la maison et peut aller par des chemins différents pour arriver a un cer-
tain terrain de jeu (football, jeu, piscine). A chaque carrefour, le garcon hésite entre plusicurs
itinéraires possibles : pour décider il jette une piéce de monnaie, continuant a gauche ou a
droite selon le résultat pile ou face. Devant cette situation, présentée avec le dessin des che-
mins, des carrefours et des terrains de jeu, la tache des éléves consiste a développer un dia-
gramme en arbre a deux degrés comme diagramme de décision. Le rapport entre le dia-
gramme des chemins réels et le diagramme en arbre, ou diagramme de décision, est un bel
exemple de la complémentarité de I'objectivité (au sens d'étre 1ié d'une certaine maniére a un “objet’)
et de la représentatibilité (au sens d'étre le représentant de quelque chose extérieur) dans le savoir ma-
thématique. L'établissement d'un rapport adéquat entre diagramme des chemins et dia-
gramme de décision est aussi un probléme didactique assez séricux pour la compréhension
des éleves.

Dans l'enseignement du maitre A, le diagramme en arbre est introduit et étudié en premier
lieu “de maniére expérimentale”, & savoir par plusicurs jeux et simulations de cette situation
et en rassemblant et explorant des données statistiques obtenues. Dans les le¢ons du maitre
B, l'apprentissage du diagramme en arbre est tout d’abord favorisé par les notions termino-
logiques de chemins et de carrefours ainsi que par l'établissement d'un diagramme
“schématique” de la situation réelle (dans laquelle la probabilité cherchée peut étre déterminée par

dénombrement).
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Pour permettre une premiére interprétation des représentations graphiques du développe-
ment du savoir mathématique au cours de I'enseignement, nous allons maintenant donner
bri¢vement les principales caractéristiques de chacune des quatre legons.

Description bréve du contenu de la lecon Al (représentation graphique n° Al)

Le concept du diagramme en arbre est introduit au cours de la legon Al 4 F'aide d'un pro-
bléme. (Les itinéraires de Bruno aux terrains de jeu). Apres la présentation du probleéme et la dis-
cussion des possibilités de faire une simulation expérimentale de la situation (intervalles 1-7),
les éléves commencent a travailler individuellement (intervalles 8-15), et la legon s'achéve sur
I'exploration et sur une premicre interprétation des résultats expérimentaux (intervalles 15-19).

Description bréve du contenu de la lecon A2 (représentation graphique n°A2)

Pour continuer le theéme de la lecon derniére, un probleme similaire est posé mais avec une
généralisation du diagramme en arbre a trois degrés. Les éléves sont appelés i noter toutes
les combinaisons possibles (intervalles 1-3). A la suite d'une phase de travail individuel
(intervalles 4-14), les résultats sont discutés et interprétés selon leur caractére mathématique
(intervalles 14-21).

Description bréve du contenu de la lecon BI (représentation graphique n°Bl)

Lalegon B1 commence avec le traitement et la discussion de trois problémes élémentaires
concernant les probabilités classiques (intervalles 2-11) ; puis un nouveau probléme (les terrains
de jen de Bruno) introduit le diagramme en arbre. On peut observer que les éléves ont des dif-
ficultés graves a comprendre Ia distinction entre diagramme des chemins et diagramme de
décision (intervalles 11-18). A l'aide d'une nouvelle tiche (concemant un diagramme en arbre A trois
degrés) les éleéves sont appelés a pratiquer le dessin exact et l'inscription correcte d'un dia-
gramme en arbre (intervalles 18-22).
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Description bréve du contenu de la lecon B2 (représentation graphique n°B2)

Le probleme présenté dans la derniére legon est donné a nouveau. La difficulté centrale -

comme auparavant - est de concevoir le diagramme des chemins concrets comme un dia-

gramme de décision, c'est-a-dire comme un moyen de représenter une situation réelle, et

d'éviter d'identifier le diagramme en arbre 3 cette situation directement (par exemple de détecter

directement au diagramme I'école, la maison ou les chemins) (intervalles 1-14). La deuxiéme partie de

cette legon est consacrée a produire un diagramme a trois degrés pour décrire les combinai-
» o«

sons possibles de trois feux rouges avec les trois possibilités “rouge”, “orange” et “vert”.
La lecon se termine sur une phase de travail individuel (intervalles 14-23).

Pour comparer les graphiques des quatre legons produits par l'ordinateurs sans avoir trop
de détails qui masqueraient la configuration d'ensemble, une forme de représentation est re-
tenue qui ne distingue pas d'abord les contributions du maitre et celles des éléves. En outre,
les contributions non codifiables sont négligées. Cela permet une description phénoméno-
logique des représentations graphiques du développement du savoir. Une premigre question
se pose : comment la différence entre les deux enseignements se traduit-clle dans les diffé-
rentes représentations graphiques ainsi obtenues ?

Les différences entre les maitres A et B sont apparaissent nettement sur les représentations
graphiques [Al, A2, B1, B2]. Au cours des deux legons du maitre A, le niveau de “rela-
tion” montre une importance presque égale comparé a celui des deux autres niveaux ; chez
le maitre B, par contre, ce niveau “relation” a.une importance moindre. Cette impression
visuelle résulte du plus grand nombre des contributions et de leur distribution plus impor-
tante au niveau intermédiaire dans I'enseignement du maitre A. Chez le maitre B, par con-
tre, ce niveau est effectivement moins atteint que les autres (les pourcentages le montrent : 28 %
resp. 37 % des contributions dans 'enseignement du maitre A, et seulement 14 % des contributions chez le
maitre B se trouvent au niveau “relation”). En outre, on peut voir comment les contributions au
niveau “relationnel” augmentent dans le temps chez le maitre A. Surtout dans la premiére le-
con, il est évident que les contributions se déplacent graduellement vers le niveau “relation”
; dans la deuxieéme legon, une proportion assez élevée des interactions au niveau “relation”
est déja obtenue plus t6t.
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La représentation graphique des legons du maitre B, par contre, donne l'impression quune
stabilisation réelle du niveau “relation” n'est jamais vraiment atteinte. La premiére legon
(B1) est d'abord dominée par le niveau “calcul” resp. le niveau “modele” (S), tandis que le
niveau “empirique” ou “objectif” semble devenir plus fréquent dans la deuxiéme partie. Au
cours de la deuxieme legon (B2), on observe des oscillations du niveau “objectif” au niveau
“signe”, et a l'inverse, sans que le niveau “relation” soit intégré d'une facon systématique.

Représentations graphiques

Il ne faut pas concevoir ces représentations graphiques comme des images ou des “copies”
incomplétes de la complexité de I'enseignement réel - comme, par exemple, un regard su-
perficiel sur nos diagrammes graphiques pourrait le suggérer. Les représentations graphi-
ques et les diagrammes visuels fournissent des cadres géométriques pour rendre visible et
analyser des relations possibles jusqu'alors cachées dans les données discrétes. On ne sau-
rait trop souligner leur caractére théorique et exploratoires dans une perspective épistémolo-

gique.

1° Les représentations graphiques possédent des fonctions autonomes qui sont générale-
ment irremplacables dans le processus de connaissance.

2° Les représentations graphiques sont de véritables moyens de connaissance et n'appar-
tiennent pas seulement 4 la spheére de la communication ou a celle de la pédagogie.

3° Les représentations sont des moyens exploratoires... IIs permettent des opérations for-
P y p pe pe
melles qui sont relativement indépendantes de leurs rapports référentiels. .. et qui contri-
buent a I'examen de faits partiellement inconnus. (Biehler 1985, p. 70).

Cette interprétation théorique et exploratoire des diagrammes graphiques va de soi pour ana-
lyser des données statistiques. Pour les données statistiques, il faut tenir compte du fait que
I'ensemble des données présentées ne représente qu'une multitude d'ensembles “similaires”
des données. Ce phénomene statistique, selon lequel les structures générales, encore
sous-jacentes, deviennent visibles tendanciellement dans le cas particulier d'un ensemble
concret des données, se traduit dans H'utilisation des diagrammes graphiques comme con-
cept théorique et exploratoire.

Les graphiques présentés ici pour coder et visualiser le développement du savoir dans I'en-
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seignement des mathématiques permettent de prendre des perspectives exploratoires et varia-
bles sur des aspects divers ; par exemple sur :

— les structures visuelles “globales™ du savoir au déroulement d'enseignement.
— les structures graphiques “locales” produites par les interactions en classe
— la séparation des données en groupe différents afin de produire des structures graphi-
ques contrastées.
Selon I'idée que les processus d'enseignement sont des phénoménes non-linéaires comple-
xes soumis aux mécanismes de rétroaction, il ne faut concevoir les visualisations graphi-
ques en premier lieu comme des diagrammes temporels - méme s'ils montrent aussi des dé-
veloppement séquentiels (par exemple les étapes bien connues de l'enseignement, la phase d'introduction
ou de discussion des devoirs, la phase de travail et, enfin, la phase de réflexion). Pour notre propos, il
est plus intéressant d'identifier certaines structures visuelles et certaines formes stabilisées
du savoir résultant des interactions ou des rétroactions entre tous les participants dans le
processus de I'enseignement. Les visualisations graphiques présentées sont produites empi-
riquement et contiennent donc des “impuretés empiriques”. Les structures du savoir ne sont
observables qu'a I'aide de la méthode de codage, non pas “directement” comme des simples
phénomenes non-linéaires dans les sciences naturelles.

Une bonne méthode pour montrer des structures graphiques produites par les interactions
entre maitre et éleves est de séparer les contributions en deux groupes, celles du maitre et
resp. celles des éleves.

Séparation des données

Une opération importante sur les diagrammes consiste i séparer les contributions des éléves
de celles du maitre afin d'obtenir deux structures visuelles du développement du savoir ma-
thématique 4 partir d'une seule legon. Les secondes legons des maitres A et B sont “sépa-
rées” et leurs représentations graphiques sont discutées (voir les diagrammes dans l'annexe, A2,
B2, AZM, A2E, B2ZM et B2E).

Les graphiques séparés pour la lecon du maitre A (A2M et A2E) montrent une correspon-
dance relativement évidente entre les structures graphiques du savoir chez les éléves et chez
Ie maitre, impression qui est renforcée par la comparaison des diagrammes séparés avec le
diagramme non-séparé [A2]. Apres séparation des contributions dans l'enseignement du
maitre B, par contre, on peut observer une différence remarquable entre les deux diagram-
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mes séparés [B2M et B2E]. Le diagramme montrant les contributions des éléves confirme
la structure du diagramme non-séparé. Ce sont les éléves qui déterminent en prin-
cipe la structure épistémologique du savoir dans l'interaction, et non pas le
maitre. Les oscillations visibles sont le résultat des contributions des éléves.

Mathématique et enseignement comme phénoménes non-linéaires

Les visualisations graphiques du développement du savoir fournissent une certaine structu-
re d'ensemble de I'enseignement des mathématiques. Elles permettent I'exploration des rela-
tions conceptuelles encore cachées dans les phénomeénes empiriques. Elles offrent une
perspective globale assez “rapide” sur la structure d'une lecon mathématique en ce qui con-
cerne le développement du savoir, perspective conceptuelle qui modélise des phénoménes
autrement trés compliqués. Il ne s'agit pas de réduire ou de “négliger” 1a réalité par le re-
cours aux graphiques, mais tout concept théorique doit élaborer certaines relations impor-
tantes en face de la complexité des faits réels. Le point décisif est que les graphiques,
comme tous les concepts théoriques permettent de reconstruire des relations nouvelles dans
la situation examinée, afin de faciliter la compréhension conceptuelle.

Le savoir mathématique et son enseignement ne consistent donc pas en phénomeénes sim-
plement linéaires, maitrisables par la seule connaissance des “conditions initiales”. 11 s'agit
des phénomenes non-linéaires soumis a des mécanismes d'interaction avec des évenements
nouveaux et imprévisibles qui surviennent dans leur déroulement. Ces phénoménes forment
certains ordres et s'auto-organisent assez spontanément. Dans cette perspective, il devient
plus important de comprendre d'abord les mécanismes d'actions internes et les structures
du savoir mathématique qui se développent assez spontanément dans l'interaction en classe,
que de vouloir directement agir sur cux ct que de chercher & améliorer la pratique de l'ensei-

P

gnement en variant les “conditions initiales” d'un processus imaginé “linéaire”.

Le codage et Ia visualisation graphique de la structure épistémologique du savoir mathéma-
tique intervenant dans le processus de I'enseignement - 3 l'aide du triangle épistémologi-
que - sont une premiére tentative pour décrire et pour analyser, empiriquement et de fagon
exemplaire, les “phénomeénes d'auto-organisation” sous jacents a la surface visible de I'en-
seignement des mathématiques.
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Représentation graphique n® Al

Vue globale sur la représentation graphique de 1'enseignement du

maftre A; legon 1.
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Représentation graphique n® Az

Vue globale sur la représentation graphique de 1'enseignement
du maTtre A; legon 2.
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Représentation graphique'n0 B 1

Vue globale sur la représentation graphique de 1'enseignement du
maftre B; Tegon 1.
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Représentation graphique n’B2

Vue globale sur la représentation graphique 1'enseignement du
matre B; lecon 2.
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Représentation graphique n® A2 M

Graphique séparé des contributions du maftre et des &léves.

Contributions du maitre & legon 2
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Representation graphique n® A2E

Graphique sépareé des contributions du maTtre et des &léves;
contributions des &léves du maTtre A, legon 2.
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Représentation graphique n° B2M

Graphique séparé des contributions du maTtre et des &léves;
contributions du maitre B, legon 2.
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Représentation graphique n’ B2E

Graphique séparé des contributions du maTtre et des &léves;
contributions des &léves du maitre B, Tegon 2.
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