JOSE CARRILLO, MIGUEL MONTES, Luis C. CONTRERAS ET NURIA
CLIMENT

EL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DESDE UNA PERSPECTIVA
BASADA EN SU ESPECIALIZACION: MTSK

THE TEACHER’ KNOWLEDGE FROM A PERSPECTIVE BASED ON HIS
SPECIALIZATION: MTSK

Abstract. This paper shows the conceptualization of an analytical model of
mathematics teacher’s specialised knowledge, which is based on the seminal work
of Lee Shulman. In order to show the potential of the model, it is used here to
analyze a particular case of a teacher of Spanish’ Secondary Education. The
analysis shows the intertwining between different features of the knowledge of the
teacher, reflecting the integrated nature of that knowledge, allowing, at the same
time, a work of decomposition and synthesis of it. That will allow us to manage the
design of teachers’ education, conducing also to a better understanding of
mathematics teaching.

Résumé. En este articulo se mostrara la conceptualizacion de un modelo analitico
de conocimiento especializado del profesor de matematicas y su génesis inspirada
en los trabajos seminales de Lee Shulman. Para mostrar la potencialidad del
modelo, lo utilizamos para el analisis de un caso particular de un profesor de
Educacion Secundaria. Este analisis muestra la interrelacion entre distintos
aspectos del conocimiento del profesor, reflejo del caracter integrado de dicho
conocimiento, pero a su vez permite una labor de descomposicion y sintesis del
mismo que nos facilita la intervencion en la formacion inicial del profesorado asi
como una mejor comprension de la ensefianza de la matematica.

Mots-clés. MTSK, conocimiento del profesor de matematicas, modelo analitico.

Introduction

La importancia del profesor como promotor del aprendizaje de sus alumnos es
incuestionable. Diversas variables se ponen en juego cuando un profesor desarrolla
su enseflanza en un aula (Pariés, 2010). En particular, la relevancia del
conocimiento del profesor en su habilidad para fomentar el desarrollo del
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conocimiento de sus alumnos es un hecho conocido (Kilpatrick, Swaford, Findell,
2001). Las maltiples facetas de conocimiento que un profesor puede poner en
juego al planificar, desarrollar, y reflexionar sobre su accion en el aula, son un foco
habitual de reflexion de la investigacion en el area. Cabe, pues, plantearse qué
conocimiento, propio de un profesor de matematicas, puede ser util para contribuir
al aprendizaje, y, desde una perspectiva teorica, como podemos modelizar dicho
conocimiento.

Durante los Gltimos treinta afios, la discusion en educacion matematica acerca de
qué conocimiento puede ser Util para un profesor ha sido fructifera en modelos que
aproximan las diferentes naturalezas de dicho conocimiento. Shulman (1986, 1987)
introdujo la distincion entre conocimiento de la materia, conocimiento curricular y
conocimiento didactico del contenido, definiendo este Gltimo como:

« the blending of content and pedagogy into an understanding of how topics,
problems, or issues are organized, represented, and adapted to the diverse
interests and abilities of learners, and presented for instruction. Pedagogical
content knowledge is the category most likely to distinguish the understanding of
the content specialist from that of the pedagogue » (1987, p. 8)

Este posicionamiento reconoce el caracter intrinsecamente profesional de algunos
elementos del conocimiento poseido y movilizado por los profesores como parte de
su actividad docente. En este sentido, Chevallard (1986) introduce la idea de
transposicion didactica, en la que el profesor es el agente de la transformacion del
contenido desde un registro académico a uno escolar, transformacién que requiere
un conocimiento profesional especifico de la profesion.

Posteriores esfuerzos trataron de generar refinamientos en esta distincion en
componentes o subdominios de conocimiento del profesor tomando en cuenta la
diferencia entre la matematica académica y la matematica escolar (Bromme, 1994),
las diferentes situaciones en las que se pone en juego el conocimiento (Rowland,
Turner, Thwaites, & Huckstep, 2005), la complejidad de dicho conocimiento y su
desarrollo (Davis, & Simmt, 2006), o la especificidad del conocimiento del
profesor en contraposicion con otros profesionales usuarios de la matematica (Ball,
Thames & Phelps, 2008). Asimismo, existen aproximaciones en las que se ha
discutido la formacidon matematico-didactica del profesorado de secundaria, en las
que el conocimiento es un elemento subyacente a la discusion acerca de los tipos
de actividades de formacion de profesores (Chevallard, & Cirade, 2006).

Los objetivos de estos modelos han ido ligados a discutir y poner de relieve los
diferentes elementos de conocimiento que un profesor requiere para desarrollar su
tarea profesional en relacion con la ensefianza de una materia, centrandose de
forma especial en la actividad de aula.
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En este articulo presentamos un modelo de Conocimiento Especializado del
Profesor de Matematicas (MTSK por sus siglas en inglés de Mathematics
Teacher’s Specialised Knowledge) (Carrillo, Climent, Contreras, & Mufoz-
Catalan, 2013) que aborda, desde una perspectiva analitica, el conocimiento que el
profesor usa y activa en su labor docente profesional en relacidon con la ensefianza
de la matematica, contemplando esta desde una perspectiva amplia, abarcando
preparacion de clases, reflexion tras las mismas, y la propia actividad de aula,
asumiendo la naturaleza compleja, dinamica y tacita de dicho conocimiento (Ponte,
1994).

1. Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas

Cuando la maestra de quinto curso de Educacion Primaria del estudio de Barrera,
Lifan, Mufioz Catalan y Contreras (2016) trabaja con sus alumnos la posicion
relativa de dos rectas, surgen en al aula dos situaciones para cuya gestion parece
razonable un conocimiento que va mas alla del que se le suele suponer a un
maestro de ese nivel. La primera de esas cuestiones atafie al concepto de distancia
entre dos rectas, que la maestra utiliza de forma intuitiva para definir cuando dos
rectas son paralelas; la segunda se refiere a la pertinencia de considerar los casos de
rectas coplanarias o no coplanarias a la hora de estudiar posiciones relativas.

Para la primera situacion la maestra dibuja en la pizarra dos segmentos paralelos,
haciendo un gesto ostensible de su continuidad infinita, y paralelos a su vez a la
base de la pizarra, sefialando (sin dibujar) la distancia entre dos puntos (sin
especificar que el segmento que los une es perpendicular a ambas rectas), con
varias parejas de puntos, como una distancia (intuitivamente) constante que, a su
vez, caracterizaria a dos rectas paralelas.

La segunda situacion surge por la intervencion de una alumna que, usando sus dos
dedos indices, separados y con direcciones diferentes, cuestiona acerca del
paralelismo de ambos (de las rectas que los contienen).

Una vision simplificada del conocimiento (de indole matematico) del profesor para
gestionar estas situaciones permite identificar como suficiente el conocimiento
acerca de las posiciones relativas de dos rectas, en un mismo o en distinto plano, y
el conocimiento del concepto de distancia. Sin embargo, el conocimiento que
permitiria una gestion apropiada de ambas situaciones incluye también aspectos
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intrinsecamente relacionados con la matematica como objeto de ensefianza y
aprendizaje. Asi, parece necesario conocer que las distintas formas de dibujar los
segmentos (o de representar las rectas) tienen implicaciones en la comprension de
los estudiantes, entre otras cosas porque la idea de distancia que han podido captar
los alumnos en el dibujo realizado por la maestra puede no tener asociada la idea
de perpendicularidad a ambos segmentos (sino un segmento vertical que los une),
al no ser el ejemplo utilizado transparente (Lesh, Behr, & Post, 1987) acerca de la
idea de distancia. Por otro lado, cabe plantear la discusion acerca de la pertinencia
o no de abordar en quinto curso de Primaria las posiciones relativas de dos rectas
solo en el caso de las coplanarias o, por el contrario, tratarlo también en otros
casos, por sefialar dos aspectos de las situaciones anteriores.

Cuando Lee Shulman (1986) denominé « paradigma perdido » (p.6) al enfoque del
conocimiento del profesor en relacion con el propio contenido que ensefa, estaba
poniendo de relieve que para “gestionar las clases, organizar y estructurar las
actividades, planificar las lecciones, formular preguntas o valorar la comprension
de sus estudiantes” (p.8), hay un conocimiento centrado en el contenido, diferente
del conocimiento pedagdgico general, que es preciso considerar.

No es nuevo centrar la atencidon en el conocimiento sobre el contenido que se
ensefia, de hecho Shulman (1986) advierte que en el movimiento pendular que ha
caracterizado los paradigmas anteriores, el conocimiento del contenido y el
conocimiento pedagodgico, por separado, han sido protagonistas. Lo novedoso es la
forma en que detalla la esencia de ese conocimiento del contenido, no poniendo en
discusion solamente la cantidad de ese conocimiento, ni siquiera la distincion entre
el conocimiento matematico formal y el conocimiento matematico escolar, sino, y
sobre todo, enfatizando sus estructuras sustantiva y sintactica (y cita a Schwab,
1978). Para Shulman, lo importante del conocimiento sustantivo del contenido es ir
mas alla de los hechos o conceptos de un dominio; es contemplar la « variedad de
formas en la que se organizan los conceptos y principios basicos de esos hechos y
conceptos » (p.9). El conocimiento sintactico, por su parte, se refiere al conjunto de
formas que se utilizan para construir o validar el conocimiento, las reglas que se
utilizan para esa construccion, algo asi como su propia gramatica y sin cuyo
concurso el profesor solo podria mostrar a los estudiantes esas verdades, sin poder
argumentar por qué lo son.

El conocimiento didactico del contenido, por otro lado, puede considerarse una
aportacion revolucionaria en su tiempo, rompiendo con el movimiento pendular y
caminando hacia una amalgama entre el contenido y la pedagogia, o, como el
mismo Shulman (1986) dice, yendo « mas alla del conocimiento del contenido per
se hacia una dimension del conocimiento del contenido para la ensefianza » (p.9);
es todo aquello que permite trazar puentes entre el conocimiento del contenido del
estudiante y el que el profesor tiene, y que implica el conocimiento acerca de
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diferentes formas para representar dichos contenidos, ejemplos y analogias,
diferentes formas de explicarlo... ademéas de las razones que hacen que un
determinado contenido sea mas dificil para los estudiantes, las concepciones
erroneas que estos pueden presentar, lo que es o no adecuado para nifios de una
determinada edad, las estrategias alternativas que los estudiantes suelen utilizar
para resolver problemas, por ejemplo.

Finalmente, la idea de conocimiento curricular es también relevante, dado que va
mas alld del mero conocimiento incluido en las normativas educativas locales o
nacionales, considerando también conocimiento sobre la variedad de material
instruccional disponible en relacion con los programas educativos que emanan de
€sas normas.

Todo ello nos situa ante un conocimiento que permite al profesor ver el contenido
como objeto de ensefianza y aprendizaje y que llama nuestra atencioén sobre la
importancia de conocer el contenido de forma sustancialmente diferente de como
se habia pensado hasta ese momento. Nosotros lo hemos denominado
Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK) (Carrillo, et al.,
2013), entendiendo que se trata de un conocimiento que es especifico para el
profesor y que no seria de utilidad ni para otros profesionales que utilizan la
Matematica ni para otros profesionales de la ensefianza.

El modelo MTSK asume varios elementos que fundamentan su conceptualizacion,
y que, a su vez, muestran la perspectiva desde la que esta desarrollado. Estos son:
la naturaleza especializada del conocimiento del profesor, la perspectiva
eminentemente interpretativa (no evaluativa) desde el que se desarrolla, y el
enfoque centrado en la matematica.

La actividad profesional de ‘profesor de matematicas’ requiere de diferentes
habilidades y conocimientos matematicos (Ruiz-Olarria, & Sierra, 2011) que la
dotan de especificidad como profesion. En particular, la especializacion del
conocimiento del profesor de matematicas se considera, desde la perspectiva que
aqui se presenta, derivada de la naturaleza profesional del uso del mismo. Esto
supone un cambio de enfoque frente a previas aproximaciones, en las que el
conocimiento se consideraba especializado cuando era exclusivo del profesor (Ball,
et al., 2008). Asi, se asume que el conocimiento del profesor sera especializado al
ser conocimiento Util en contextos de ensefianza y aprendizaje, en la linea de lo
propuesto por Schoenfeld (2010). Asimismo, el foco de este modelo es el
conocimiento propio de un docente cuya actividad profesional estd ligada a la
ensefianza de las matematicas, con lo que so6lo forman parte de la
conceptualizacion aquellos elementos en los que el contenido matematico tiene
relevancia. Por ejemplo, aspectos ligados a la gestion del aula, propios de un
conocimiento pedagdgico general, no se tienen en cuenta, asumiendo sin embargo
su relevancia. Ademas, estamos centrandonos en el profesor en relacion con su



6 JOSE CARRILLO, MIGUEL MONTES, LuIS C. CONTRERAS ET NURIA CLIMENT

toma de decisiones relativa directamente a la ensefianza de los contenidos
matematicos. Hay muchos otros elementos que intervendran en esa propia toma de
decisiones y en otros aspectos del papel del profesor que no se relacionan con el
contenido matematico (como sus consideraciones sobre el contexto cultural y
social en el que se desarrolla su labor, sus valores o su vision de la escuela y su
papel en esta) y somos conscientes de que escapan de lo que aqui tratamos.

El paradigma desde el que se desarrolla el modelo, y, por tanto, desde el que se
realiza la aproximacion al conocimiento profesional, es interpretativo, vinculado a
comprender la naturaleza del conocimiento puesto en juego por el profesor, y como
se articulan las diferentes componentes del mismo. Esto conlleva el hecho de que
no se haya enfocado la correccion o no de dicho conocimiento a la hora de
construir el modelo, o una descripcién de como deberia ser dicho conocimiento.
Esto no significa que no pueda usarse el modelo con propositos evaluativos, como
sucede, por ejemplo, en su aplicacion en la formacion inicial del profesorado, en
cuyo contexto, evidentemente, adquiere sentido contrastar los conocimientos de los
futuros profesores con una propuesta de conocimientos deseables.

La figura 1 muestra el modelo MTSK con sus dominios y subdominios. MTSK se
compone de dos de los dominios del modelo de Shulman, el dominio matematico
(MK) y el dominio del conocimiento didactico del contenido (PCK), en uno de
cuyos subdominios (el del conocimiento de los estandares de aprendizaje de las
matematicas - KMLS), hemos incluido el conocimiento curricular de Shulman; y
considera, ademas, las concepciones y creencias del profesor acerca de la
matematica y sus procesos de ensefianza y aprendizaje como elemento que permea
todo el conocimiento.
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Figura 1: Modelo MTSK (extraido de Carrillo, et al., 2013)

Los subdominios del dominio matematico (MK) estan en gran parte inspirados en
la idea de Ma (1999) de « conocimiento profundo de la matematica fundamental »,
como un tipo de conocimiento que conecta, estructura y es longitudinalmente
coherente en relacion con las ideas matematicas nucleares. El primero de los
subdominios que se incluye es el conocimiento de los temas (KoT), entendiéndolo
como un conocimiento disciplinar que incluye la fenomenologia y aplicaciones de
un contenido, los procedimientos, las definiciones, propiedades y sus fundamentos,
y los diferentes registros de representacion.

El conocimiento de conexiones es para nosotros la esencia del conocimiento de la
estructura matematica (KSM), que permite disponer de una vision de conjunto del
conocimiento matematico, con sus conexiones de simplificacion o complejizacion
(que permiten ver tanto un contenido elemental desde una perspectiva avanzada,
como un conocimiento avanzado desde una perspectiva elemental), las conexiones
auxiliares (que permiten hacer un uso instrumental de un concepto o procedimiento
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en el trabajo con otro contenido), y las conexiones transversales (que se refieren a
ideas matematicas que enlazan varios nucleos de contenidos).

Por otro lado, la estructura sintactica de Shulman forma parte de nuestro
conocimiento de la practica matematica (KPM), que consiste en el conocimiento de
las formas de proceder caracteristicas del trabajo matematico, incluyendo aspectos
de la comunicacion, la argumentacion y la demostracion matematicas, asi como el
conocimiento sobre qué es definir y qué caracteristicas debe tener un enunciado
matematico (definiciones, proposiciones...), el conocimiento de procesos
asociados a la resolucion de problemas (heuristicos) y el de otras practicas del
quehacer matematico (como la modelizacion).

Los subdominios y categorias relativos al Conocimiento Didactico del Contenido
estan estrechamente ligados a la ensefianza y aprendizaje de la matematica. La idea
de amalgama de Shulman es potente en la medida en que nos hace ver que no
supone una mera yuxtaposicion de saberes.

Forman parte del mismo el conocimiento de recursos materiales o virtuales,
incluidos los disefiados por é1 mismo, en cuanto a la potencialidad de los mismos y
las actividades matematicas que encierran, el conocimiento de estrategias de
ensefianza, técnicas, tareas y ejemplos; ambos son parte de lo que hemos
denominado conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT), que se
completa con el conocimiento de teorias personales o formales de ensefianza.

Otro aspecto que se muestra de utilidad es el conocimiento de las formas de
interaccion de los alumnos con el contenido matematico, que incluye el
conocimiento del profesor acerca de los posibles modos de aprehension asociados a
la naturaleza misma del contenido matematico. Junto a ella, situamos el
conocimiento sobre fortalezas y debilidades asociadas al aprendizaje, que atna
conocimientos sobre errores, obstaculos, dificultades y capacidades potenciales de
los alumnos vinculados a la matematica en su conjunto o a temas especificos. Es
asimismo relevante el conocimiento de teorias personales o formales sobre el
aprendizaje tanto de la matematica en general como de contenidos particulares, y el
conocimiento sobre las expectativas e intereses que suelen tener los estudiantes en
relacion con los contenidos matematicos. Todas ellas configuran el subdominio del
conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de las matematicas (KFLM).

Como se ha indicado antes, el profesor necesita conocer lo que esta establecido que
debe aprenderse del contenido matematico en cada nivel educativo. A este
conocimiento normativo afiadimos la relevancia del conocimiento acerca de las
aportaciones que desde la educacion matematica se han producido en este sentido,
y que permiten al profesor la toma de decisiones sobre cémo organizar y
secuenciar el contenido matematico en los diferentes niveles de escolaridad. En
este subdominio, que hemos denominado conocimiento de los estandares de
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aprendizaje de las matematicas (KMLS), hemos diferenciado entre el conocimiento
acerca de lo que se espera aprendan los alumnos y el conocimiento del nivel de
desarrollo conceptual y procedimental esperado, ambos para un contenido concreto
y un nivel concreto asi como el conocimiento de secuenciaciones del contenido.
Este subdominio mediara las decisiones del profesor acerca de lo que deberia
ensefiarse, y de como esos contenidos deberian adaptarse a las necesidades
intelectuales y culturales de sus estudiantes (Giroux, 1997).

En sintesis, el modelo MTSK considera la especializacion del conocimiento del
profesor de matematicas afectando a todos los dominios, no se trata de asociar el
caracter especializado a un dominio o subdominio particular; por el contrario, la
especializacion procede del hecho de ser un conocimiento que se usa o necesita en
y para la ensefianza de la matematica, independientemente de que este
conocimiento o parte de él sea compartido por otras personas. Coherentemente, la
division del dominio del conocimiento matematico es intrinseca a la propia
matematica; y del mismo modo, dentro del dominio del conocimiento didéctico del
contenido solo tiene cabida aquello en lo que la matematica sea influyente.
Finalmente, la inclusion de las creencias y concepciones permite comprender mejor
al profesor. Para su estudio, nos basamos en Carrillo y Contreras (1995), donde se
establecen categorias e indicadores para las concepciones sobre la matematica y
para las concepciones sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. No
obstante, creencias y concepciones no seran objeto de interés en este articulo.

A continuacion, vamos a ejemplificar el MTSK en accidon, aplicandolo al analisis
del conocimiento de un profesor de Educacion Secundaria. En el anélisis,
etiquetaremos como indicio los extractos que parecen indicar la existencia de un
determinado elemento de conocimiento, pero que no muestran el respaldo
suficiente como para considerarlos una evidencia.

2. El conocimiento especializado de Felipe

Joana, una nifia de 15 afios, se enfrentd al siguiente problema: En el pueblo de
Villaonuba se ha engalanado su plaza para las fiestas. Se han colocado cadenetas
entre todos los vertices de la plaza, para lo cual se han usado 4 cajas de 15
cadenetas cada una, aunque han sobrado algunas. ;Cudntos lados tiene la plaza
de Villaonuba?

Este problema fue planteado por Felipe, profesor de matematicas en 3° de
Educacion Secundaria (alumnos de 14-15 afios) en un centro educativo urbano
ubicado en Huelva (Espafa). El problema permite una aproximacion geométrica
(considerando que las cadenetas corresponden a los lados y diagonales del
poligono correspondiente a la forma de la plaza) o aritmética. Por ejemplo,
ejemplificando con valores del numero de vértices se puede advertir que el numero
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de cadenetas corresponde a la suma de naturales consecutivos desde uno menos
que el numero de lados, hasta uno. Ademas, se puede resolver por ensayo y error,
probando con distintos nimeros de lados hasta acercarse al nimero de cadenetas
posible (entre 45 y 60, ambos excluidos), o buscando un patrén en el numero de
cadenetas necesarias en relacion con el numero de lados. La interpretacion
geométrica puede dar sentido a la aritmética. El problema potencia el
establecimiento de conjeturas y la discusion sobre su validacion.

El centro educativo en el que se situan las interacciones que aqui se describen es de
nivel medio, tanto en relacion con la capacidad econémica, como en el nivel de
competencia del alumnado. El grupo donde estd Joana es heterogéneo, y Joana es
una alumna de nivel medio, interesada y preocupada por aprender. Felipe lleva diez
afios en el centro, teniendo una experiencia docente total de 16 afos. Es
considerado buen profesional por sus compafieros y se muestra dispuesto a
colaborar con la investigacidén, aunque no es posible grabar sus clases por la
negativa de algunos padres. El grupo esta compuesto por 14 alumnos y 16 alumnas,
distribuidos en 6 grupos de 5. En el grupo de Joana estan también David, Ana,
Ester y Pedro. El ambiente de trabajo en el aula es bueno, y asimismo en el grupo
de Joana.

Los alumnos ya han estudiado, entre otros contenidos matematicos, ecuaciones de
segundo grado y elementos de los poligonos, incluyendo la férmula de obtencion
de la cantidad de diagonales de un poligono dado su nimero de lados, y estan
habituados a enfrentarse a problemas matematicos, algunos de los cuales los
abordan en grupo. Normalmente, cada grupo posee un miembro que actia de
portavoz en las puestas en comun. Joana se muestra especialmente activa e
implicada en la resolucion del problema, por lo que atrae la atencion de Felipe.

Apoyados en la planificacion del profesor, la observacion del aula y las entrevistas,
realizamos un analisis del contenido (Bardin, 1998) para acercarnos a su
conocimiento en relacion con la ensefanza de la matematica con el propdsito de
comprenderlo. En dicho analisis, van emergiendo las categorias que componen
cada uno de los subdominios anteriormente presentados.

Cuando leimos la planificacion de la sesion, pensamos que el profesor habia
disefiado este problema con la intencion de comprobar si sus alumnos eran capaces
de poner en juego los contenidos abordados de un modo no mecanico, como ¢l
mismo nos confirmé al preguntarle por el objetivo del problema:

I (investigador): ;Por qué eliges este problema?
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F (Felipe'): Realmente, no es que eclija el problema, lo disefio personalmente
{KMT: tareas; KoT: fenomenologia y aplicaciones}® para ver si mis alumnos
son capaces de aplicar sus conocimientos de una forma no mecanica
{Concepciones: aprendizaje significativo}’. Ellos han visto la formula de las
n(nTs,)]; para su obtencion se ha seguido
un razonamiento que quiero ver si aplican ahora, es decir, si de verdad lo han
entendido {Concepciones: aprendizaje significativo}. Los alumnos suelen hacer
mas o menos bien los problemas directos (doy los lados y calculan las diagonales),
pero tienen mas dificultades en los problemas inversos (doy las diagonales y pido
los lados), mucho mas cuando, de hecho, aqui eso no les basta {KFLM: fortalezas
y dificultades}, pues necesitan sumar lados y diagonales [se refiere a que las
cadenetas unen cada vértice con todos los demas vértices] {indicio de KoT:
procedimientos}. Ademas, es un problema muy rico, con posibilidad de relacionar
aspectos artiméticos y geométricos que puede servir de precursor del tema de
sucesiones a través de la busqueda del término general {KSM, conexiones
transversales y de complejizacion}.

diagonales [se refiere a la expresion d,, =

I ;Crees que tus alumnos estan preparados para abordar este tipo de problemas
que, no solo son inversos, sino que no disponen de una férmula inmediata para
aplicar?

F: Quizas no sea inmediato para ellos, probablemente cometan errores, pero el
nivel de dificultad se corresponde con lo que se espera de ellos en este curso, al
menos de un modo inicial {KMLS: expectativas de aprendizaje de un contenido
matematico en un nivel especifico}. Yo creo, ademas, que algunos de mis
alumnos resolveran bien el problema {KMLS: nivel de desarrollo conceptual o
procedimental esperado para un contenido en un determinado momento
escolar}".

En el aula, los alumnos comenzaron trabajando en grupo. Felipe les dio el
enunciado del problema y les dijo que lo leyeran cuidadosamente, lo pensaran un
poco y luego se pusieran a discutir en cada grupo. Da la impresion de que Felipe

! Subrayamos la inicial del profesor para que sea mas facil diferenciar su intervencion de la
de sus alumnos en los fragmentos de interaccion entre ellos.

2 Se emplean los simbolos { y } para incluir el subdominio y categoria de MTSK asignados,
escribiéndose en negrita.

* Aunque las concepciones no son el foco de este articulo, se incluirdn para ofrecer una
mejor comprension del conocimiento del profesor.

4 Obsérvese que, tanto en esta asignacion, como en las demas, no se esta evaluando si el
conocimiento del profesor es correcto o no, tan solo se indica la categoria sobre la que se
obtiene informacion.



12 JOSE CARRILLO, MIGUEL MONTES, LuIS C. CONTRERAS ET NURIA CLIMENT

sabe que en muchas ocasiones los alumnos no comprenden el enunciado {KFLM:
fortalezas y dificultades}, de ahi que dé importancia a la lectura.

Al cabo de unos diez minutos, se establece una interesante discusion en el grupo de
Joana (es el primer momento en el que se ponen a discutir sobre el problema, pues
antes cada uno lo habia enfrentado individualmente):

D (David): La solucién es 12, la plaza de Villaonuba tiene 12 lados.
E (Ester): A mino me sale 12.

A (Ana): A mi me sale decimal.

J (Joana): Decimal no puede ser.

P (Pedro): ;Por qué?

J: Porque el nimero de lados no puede ser un numero decimal.

D: Yo he puesto que el nimero de diagonales tiene que ser 60.

J: Pero 60 no puede ser, sobran algunas.

n(n-3)

D: Si, pero espera. He resuelto la ecuacion =60 y me da n=12.56.

Entonces, como no puede ser decimal, la solucion es 12.

A: A mi sale otro nimero decimal. Yo he hecho lo mismo que ta [David], pero he
n(n-3)
+ n = 60] y me sale 11.47.

anadido el niimero de lados [

Felipe observa la discusion y se percata de que David no comprende la resolucion
de Ana, por lo que decide intervenir:

F: Habéis igualado a 60 cosas distintas, jpor qué? ;Qué es lo que se ajusta al
enunciado del problema?

J: Profesor, yo creo que la solucion de David valdria si no hubiera cadenetas por el
contorno de la plaza. Como dice que se han colocado cadenetas entre todos los
vértices, no pueden ser solo las diagonales.

Ante la cara de incomprension de David, Felipe le propone que haga el dibujo de
una plaza de menos lados, por ejemplo de menos de 6 lados, y dibuje las cadenetas
en este caso {KPM: heuristicos; KMT: estrategias, técnicas, tareas y ejemplos
para la ensefianza de un contenido matemadtico, en este caso referido a
estrategias para ofrecer ayudas al alumnado}. David dibuja una plaza pentagonal.

D: jAh, es verdad!

E: Entonces, la solucion es 11 lados, {no?
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P: Con 11 lados salen 55 cadenetas y con 10 lados salen 45 cadenetas, asi que hay
dos soluciones.

J: Yo creo que solo vale 11, porque con 45 cadenetas no se necesitarian 4 cajas.

En la entrevista posterior a la clase preguntamos a Felipe por la valoracion del error
de David.

F: No considero que David haya cometido un error grave, pues pensé en una
distribuciéon de las cadenetas que no se correspondia con el enunciado, pero que
tenia sentido; sin embargo, si me parece un error mas importante el de Ana, que
consider6 posible una solucion decimal. El error de David muestra una
interpretacion incorrecta del enunciado; quizas se ha dejado llevar por que los
problemas que hemos hecho hasta ahora hablan de diagonales en funcion del
numero de lados, y no de diagonales mas lados. {KFLM: formas de interacciéon
de los estudiantes con un contenido}.

I: ;Qué te pareci6 la intervencion de Joana al respecto?

F: Me sorprendid, pues ella no suele estar tan activa, pero esta vez se implicd
mucho en el problema y capt6 la esencia.

I: (A qué te refieres con la esencia del problema?

F: Pues a que entender el enunciado significa dar como rango de soluciones
posibles de 46 (no 45) a 59 (no 60), ya que se han empleado 4 cajas y han sobrado
{KoT: procedimientos}. Y es algo esencial también en el problema el que la
solucion o las soluciones han de ser nimeros enteros positivos {KoT: definiciones,
propiedades y sus fundamentos} {KPM: heuristicos}.

I: Y supongo que, como dijiste antes, la aplicacion de la féormula del numero de
diagonales de modo inverso es también algo importante en el problema.

F: Si, claro, pero, una vez que deciden aplicarla, lo que sigue es algo mecanico, lo
importante es interpretar el nimero que te sale como solucidon para n [nimero de
lados del poligono] {Concepcién: importancia de la plausibilidad del resultado
por encima de los algoritmos}.

Volvamos al aula. Al realizar la puesta en comun de las resoluciones de los grupos,
la portavoz (Maria) de uno de estos presento lo siguiente:

M (Maria): Nosotros hemos hecho el problema de forma parecida a lo que se hizo
en clase para obtener la formula de las diagonales. Hemos pensado que cada vértice
se une con todos los demads, salvo consigo mismo, por lo que hemos multiplicado n
por n-1, y luego hemos dividido por 2.

P: (Por qué habéis dividido por 2?
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M: Porque cada cadeneta va entre dos vértices, asi que las hemos contado dos
veces.
F: Entonces, (qué formula habéis obtenido?
n(n-1)
2

M: Pues

F: ;Y cudl es la solucion?
M: 11 lados tendria la plaza de Villaonuba.
E: Pero eso es lo que le sali6 a Ana y no lo hizo asi.

F: (Pensais que es posible hacerlo de dos formas distintas y obtener el mismo
resultado? [Le preguntamos en la entrevista sobre el sentido de esta pregunta y
respondi6é que muchos alumnos piensan que cada problema tiene una sola forma de
resolverse y una TUnica solucion, lo que interpretamos como {KFLM:
conocimiento de los intereses y expectativas de los estudiantes}]

Unos dicen que si y otros que no. Un estudiante de otro grupo interviene:

n(n-1)

R (Ricardo): A mi me sale también , pero no lo he hecho asi. Yo he

empezado a hacer una tabla; en una columna, el nimero de lados, y en la otra
columna, el nimero de cadenetas, y me he dado cuenta de que si multiplicaba el
numero de lados por si mismo menos 1, me salia el doble de cadenetas.

F: Pasa a la pizarra, Ricardo, y escribe la tabla para que todos comprendan lo que
has dicho. [Felipe es conocedor de las dificultades que algunos alumnos tienen de
comprender mensajes matematicos sin apoyo visual: {KFLM: conocimiento de
fortalezas y dificultades}]

Ricardo escribe en la pizarra la siguiente tabla:

313
416
5110
6|15
7

Explica asi:
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R: ¢ Veis? Si multiplico 3 por 2, sale 6; si multiplico 4 por 3, sale 12; 5 por 4 me da
20; 6 por 5 da 30; y si multiplico 7 por 6, va a salir 42, que es el doble de las
cadenetas que tengo que poner en la casilla vacia.

F: ;Y como acabaste el problema?

n(n-1)

R: Planteé la ecuacion = 60 y segui igual que mis compafieros.

F: ;Qué os ha parecido la solucion de Ricardo?
Todos los alumnos dicen que les parece bien.

F: ;Como podemos estar seguros de que esa regla que ha encontrado Ricardo se va
a poder aplicar a los nimeros siguientes?

J: Porque es la misma que encontré Maria.

F: Si, claro, pero pensad que no conocemos la formula, que Maria todavia no la ha
mostrado.

Varios alumnos dicen que la féormula de Ricardo es valida en cualquier caso,
porque “es lo que tienen en comun los primeros nimeros”.

F: Si solo nos hubiéramos fijado en el 3, podriamos haber dicho que las cadenetas
coinciden con los lados. O si solo nos fijaramos en el 3 y en el 4, podriamos decir
que la formula es n + (n-3)2, o 3n-6. {KoT: procedimientos; KPM: formas de
argumentacion, validacion y prueba (papel de los ejemplos en la demostracion)}

Algunos alumnos dicen que “es verdad, pero entonces no valdria para el 5,
mientras que la de Ricardo si vale”.

F: Efectivamente, pero sabemos que es valida porque hemos hecho el calculo para
el 5. {Como sabemos que vale para el 11?7 ;Y si, en vez del 11, la solucion fuera
11000? ;Seguiriamos haciendo la tabla hasta llegar al 11000?

La portavoz de otro grupo, Elena, interviene:

E: Entonces, jtampoco estd bien lo que nosotros hemos hecho? Hemos hecho los
dibujos de los casos de 4, 5, 6 y 7 lados y nos hemos dado cuenta de que salen 6,
10, 15 y 21 cadenetas. Hemos hecho la tabla como el grupo de Ricardo y nos
hemos dado cuenta de que el nimero de cadenetas que se aflade de un numero de
lados a otro es cada vez uno mas.

F: ;Puedes salir a la pizarra y explicarlo sobre la tabla de Ricardo, por favor?

E: De 6 a 10 se suman 4; de 10 a 15, se suman 5; de 15 a 21, se suman 6. Entonces
hemos pensado que con 8 lados, deben ser 21+7=28 cadenetas; con 9 lados, 28+8=
36 cadenetas; con 10 lados, 36+9=45 cadenetas; y con 11 lados 45+10=55
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cadenetas. Serian 11 lados porque 55+11 salen ya 66 y se pasa de las 4 cajas de 15
cadenetas.

F (a todos): ;Qué creéis? ;Os convence el argumento del grupo de Elena o creéis
que ocurre como en el caso del grupo de Ricardo? ;Tenemos garantias de que
porque hasta 7 lados vaya sumando uno maés, ha de seguir ocurriendo?

Otro alumno del grupo de Elena, Juan, interviene:

J: Pero si lo comprobamos con 11 lados y nos salen 11x8/2=44 diagonales; mas 11
lados, igual a 55 cadenetas, entonces hemos comprobado que vale.

F: (Habéis comprobado que vale como soluciéon del problema o que vuestra
hipotesis de la diferencia entre el nimero de cadenetas es cierta? {KPM: formas
de argumentacion, validacion y prueba}.

J: Lo primero.

F: ;Hubiera sido posible resolverlo de este modo si el problema os hubiera hablado
de 3000 cajas de 15 cadenetas?

Algunos alumnos comentan que no.

Felipe muestra varios elementos del MTSK en estas intervenciones. Ya se ha
sefialado el conocimiento de procedimientos asociados a la resolucion del término
general de sucesiones aritméticas, la primera con el Gnico dato de a; =3 y la
segunda con los datos a; = 3 ya, = 6 {KSM : conexiones de complejizacion}.
Asimismo, reconocemos conocimientos de tareas en el planteamiento de preguntas
que cuestionan la generalizacion de los alumnos y plantean variantes de la tarea
propuesta (“;Y si, en vez del 11, la solucion fuera 11000?”): {KMT: conocimiento
de estrategias, técnicas, tareas y ejemplos para la enseiianza de un contenido
matematico}. Pero, realmente, todo lo anterior, al menos su manifestacion en el
aula, estd condicionado por el propodsito del planteamiento de las preguntas de
Felipe.

I: Parece que la solucion de Ricardo fue especial para ti, ;no? ;Por qué?

F: Es que Ricardo abord6 el problema aritméticamente y eso no tiene sentido aqui,
pues no hay ningun argumento geométrico que garantice que esa regla, ese patron,
se vaya a seguir {KPM: formas de argumentacion, validacion y prueba en
matematicas}. El grupo de Elena también hizo algo similar, probablemente
inspirados por algunos problemas que hemos trabajado de observacion de
regularidades {KFLM: formas de interaccion de los estudiantes con un
contenido}. Aunque no pudieron tampoco argumentarlo geométricamente,
comprobaron que el resultado de su hipdtesis era valido como resultado del
problema. Si lo intentas demostrar geométricamente, puedes ver que realmente la
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diferencia entre el nimero de diagonales de un poligono de n lados y el de n+1
lados es n-1; como ademas le has de sumar un lado mas, te queda una diferencia de
n, que coincide con la conjetura de los alumnos {KoT: procedimientos; KPM:
formas de argumentacion, validacion y prueba en matematicas}. Esto lo
comprobé después; en clase, no vi adecuado demostrarlo a ellos, pues creo que
hubiera sido confuso que diferenciaran que la conjetura era cierta, pero su
argumentacion (a partir de algunos ejemplos) no era valida {KFLM: conocimiento
de fortalezas y dificultades}. Es mas, creo que mi intencion de que diferenciaran
que la resoluciéon del problema era valida en el caso del grupo de Elena (habian
llegado “intuitivamente” a un caso posible y lo habian comprobado) pero no estaba
argumentada su conjetura, puede no haber llegado a muchos alumnos, que se
quedan con si la solucion (el nimero de lados, en este caso) es esa o no {KFLM:
conocimiento de los intereses y expectativas de los estudiantes}.

Discusion del analisis y conclusiones

El analisis del conocimiento especializado de Felipe nos permite comprender como
conoce el contenido en cuestion como objeto de ensefianza y aprendizaje y como
pone en uso dicho conocimiento en el aula.

Desde el punto de vista del Conocimiento de los temas (KoT), Felipe conoce la
relacion entre el nimero de lados y diagonales de un poligono, asi como una
situacion donde tiene sentido la aplicacion de dicho contenido. Sabe crear una tarea
a partir de dicha situacion (KMT) y valorar las posibles dificultades de los
estudiantes con la tarea, tanto por aspectos relativos al contenido en cuestion
(dificultades para aplicar la féormula de modo inverso, o considerar soluciones
decimales) como por aspectos matematicos generales (dificultades para
comprender el enunciado de un problema, o para comprender una argumentacion
sin apoyo visual —cuando interviene Ricardo explicando su resolucion) (KFLM).
También desde el punto de vista del KFLM, comprende como suelen pensar los
alumnos sobre el contenido en cuestion (por qué en la tarea pueden considerar s6lo
las diagonales) y qué expectativas tienen (suelen pensar que la resoluciéon y la
solucion de un problema son unicos, y que si el resultado es correcto, ha de serlo
también el proceso seguido para llegar a él). Puede valorar también la tarea desde
lo que se espera aprenda un alumno respecto de este contenido en este nivel
(KMLS).

Volviendo a su conocimiento matematico, el conocimiento del profesor de distintos
procedimientos para resolver la tarea, que las diagonales y lados han de ser
numeros naturales (KoT), asi como su conocimiento de formas de argumentacion,
validacion y prueba en matematicas, y de la estrategia heuristica consistente en
reflexionar sobre si la solucion es razonable (KPM), le permiten valorar la
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adecuacion de las resoluciones de los alumnos y la comprension del contenido que
suponen dichas resoluciones. Asi, puede identificar cudles son los elementos clave
en la comprension de la tarea (como considerar solo como soluciones ntimeros
naturales) y que las resoluciones aritméticas realizadas por los alumnos no
permiten una demostracion de la situacion. El profesor sabe demostrar
geométricamente las conjeturas aritméticas de los alumnos (KoT), si bien desecha
abordarlo en el aula por consideraciones relativas a las expectativas de los alumnos
citadas en el parrafo anterior (KFLM). Ademas, su KPM relativo a formas de
argumentacion, validacion y prueba, y su KoT relativo a obtener el término general
de una sucesion aritmética dados algunos términos, le permiten cuestionar las
resoluciones aritméticas de los alumnos, proponiendo alternativas a la tarea inicial
para las que sus resoluciones no serian aplicables. Su KPM en relacion con
heuristicos para la resolucion de problemas (en concreto en este caso, el de
simplificar el problema) estd relacionado con su conocimiento de ayudas a los
alumnos (KMT). Asimismo, parece tener una vision del problema que le permite
trasladarlo a contenidos posteriores (KSM).

Algunas concepciones evidenciadas del profesor en relacion con la ensefianza y
aprendizaje de la matematica, por otro lado, permiten comprender mejor su
actuacion en el aula, complementando la vision dada por los subdominios de
conocimiento especializado. Asi, la tarea que propone y su analisis de la misma y
de las dificultades de los alumnos se entiende si se considera su vision de que el
aprendizaje matemadtico efectivo ha de considerar situaciones que otorguen
significado al contenido y una aplicaciéon no mecanica del mismo. Ademas, en la
resolucion de problemas por parte de los alumnos, otorga mas importancia al
proceso de resolucion y a la plausibilidad del resultado que al propio resultado.

Queremos resaltar, del analisis del conocimiento del profesor con las herramientas
que nos proporciona el MTSK, como se visibiliza la interrelacion entre distintos
aspectos del conocimiento del profesor: su conocimiento del contenido
(fenomenoldgico, procedimental, y de propiedades -KoT), con su conocimiento de
la tarea (KMT) y del aprendizaje de los alumnos respecto de la tarea (KFLM); su
conocimiento de formas de argumentacion y validacion, y de heuristicos (KPM),
con su conocimiento del aprendizaje de los alumnos respecto de la tarea (KFLM) y
de estrategias de enseflanza en relacion con dicho aprendizaje (KMT). Desde
nuestro punto de vista, esta muestra de las interrelaciones entre el conocimiento del
profesor relativo a distintos aspectos y subdominios es un reflejo del caracter
integrado de dicho conocimiento. Si bien el MTSK, como cualquier modelo
analitico, realiza una labor de descomposicion del conocimiento del profesor, cobra
sentido al posibilitar la labor posterior de sintesis de dicha descomposicion. Este
tipo de comprension del conocimiento del profesor nos facilita la intervencion en
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su formacion (Climent, et al., 2016), asi como una mejor comprension de la
ensefianza de la matematica.
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