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Homenagem a Frangois Pluvinage
(In Memoriam)

Francois Pluvinage doutorou-se em
didatica da matematica em 1977 com a
tese  intitulada  “Dificuldades  de
Exercicios Escolares em Matematica.
Estudo do comportamento de respostas
através de enquetes a diversas
modalidades” cuja tematica tratava de
métodos estatisticos aplicados aos estudos
em educagdo matematica.

Professor da Universidade Louis Pasteur, hoje Universidade de Estrasburgo
(UNISTRA), participou, com Georges Glaeser (matematico e didata),
Raymond Duval (filésofo, psic6logo e pesquisador em ciéncias cognitivas) e
de outros colegas, da criacdo da equipe didatica de matemaética de
Estrasburgo, responsavel por um DEA (Dipléme d'Etudes Approfondies) que
funcionou ininterruptamente até os anos 2000. Durante muitos anos, dirigiu
o Instituto de Pesquisa Sobre o Ensino de Matematica (IREM) em
Estrasburgo. Orientou varias teses e muitos trabalhos de conclusdo de DEA.
Em 1988 fundou, juntamente com Raymond Duval a revista “Annales de
Didactique et de Sciences Cognitives” e foi seu editor-chefe por muitos anos,
um trabalho que realizou com paixdo até o final de sua vida. Participou de
varios projetos de ensino de matematica, em particular do projeto de
pedagogia diferenciada na escola Martin Schongauer em Ostwald, iniciado
por Louis Legrand (1921-2015) professor de Ciéncias da Educacéo e autor do
relatorio “Pour un collége démocratique” (1982). Colaborou, em diversas
situagdes, com o Ministério da Educacéo francesa, particularmente durante a
vigéncia do programa Evaluation en Sixiéme. Orientou, em didéatica da



matematica, diversos alunos de diversos paises, entre esses paises, cita-se a
Argélia, Brasil, Canada, Costa Rica, Chile, Chipre, Franca, Grécia,
Guatemala, Madagascar, México, Marrocos, Peru, Portugal, Ruanda...Apds a
aposentadoria e até dezembro de 2019, continuou a trabalhar no
CINVESTAV (Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional) no México, contribuindo para a formacao de geracdes
de estudantes de doutorado, ndo s6 desse pais, mas também de outros paises
da América Latina.

Deixou-nos, alunos, colegas de trabalho, amigos, trés filhos, seis netos e a
esposa Geneviéve em 23 de marco de 2020.

Texto elaborado a partir da contribuicdo de Jean-Claude
Rauscher, Rosa Paez, Robert Adjiage, Claire Dupuis,
Raymond Duval, Fernando Hitt, Kallia Pavlopoulou e
Ana Mesquita.

Méricles Thadeu Moretti
(Ex-aluno de doutorado
de F. Pluvinage)
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APRESENTACAO

Os grupos de pesquisa GPEEM e GEPAM, por meio de seus lideres,
tém a grata satisfacdo de apresentar, neste e-book, diversas pesquisas recentes
que se debrugam na teoria semio-cognitiva de aprendizagem matematica de
Raymond Duval. Séo resultantes de dissertacdes e teses concluidos ou ainda
em andamento.

O e-book contemplara, também, um ensaio de Raymond Duval
voltado para as condi¢bes para compreensdo da algebra elementar e uma
pesquisa desenvolvida por Jean-Claude Rauscher que apresenta os resultados
do acompanhamento de um aluno com dificuldades na aprendizagem da
algebra. Os capitulos serdo publicados em versdo original em francés e sua
traducao.

A apresentacdo dos capitulos caracterizara a importancia da
disseminacdo dos resultados das pesquisas subsidiadas pela teoria dos
Registros de representaces semiodtica de Raymond Duval orientadas pelo
Professor Dr. Méricles Thadeu Moretti do PPGECT/UFSC e pela Professora
Dra. Celia Finck Brandt da UEPG.

Sao pesquisas sobre as especificidades relacionadas a aprendizagem
de objetos matematicos, como por exemplo, algebra e geometria. Outras
relacionadas as formas de conduzir o ensino subsidiadas pela teoria de Duval.
E, ainda, pesquisas sobre a aprendizagem de pessoas deficientes: uma cega
congénita e um estudante com Discalculia do Desenvolvimento.

S80 apresentadas pesquisas que evidenciam tanto as funcdes
discursivas como as funcgdes meta-discursivas e suas operagdes cognitivas a

serem contempladas no ensino e a serem objeto da analise das producdes
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académicas no tocante as compreensdes e superagdo de dificuldades para a

aprendizagem da matematica.

O e-book inicia com a preciosa colaboragdo de Raymond Duval por
meio de discussdes apresentadas em seu ensaio intitulado “Escritos
simbolicos e operacOes heterogéneas de substituicdo de expressdes: as
condigdes de compreensdo em algebra elementar” que se voltam para analises
dos diferentes tipos de operacOes de substituicdo possiveis a serem feitos com
0s escritos simbdlicos. Sdo analises que dizem respeito a tomada de
consciéncia de operacGes semio-cognitivas que permitirdo entender como
trabalhar com escritos algébricos e reconhecer quando aplica-los. Duval
apresenta no primeiro capitulo do e-book quatro questdes relacionadas as
condicdes semio-cognitivas condicionantes para a compreensao e aquisicao
de conhecimento em algebra bem como para 0 seu uso espontaneo em
situacdes de resolucdo de problemas fora do ambito matematico: designar
objetos em linguagem natural, utilizando letras ou simbolos; visualizar a
estrutura matematica da formulacdo de um problema, em um texto que
articula diversas frases; formular problemas cujas resolu¢bes requerem a
designacdo funcional de uma segunda quantidade desconhecida para escrever
duas expressdes incompletas, a partir do enunciado do problema e formar os
dois membros de uma equacgdo. Em seu capitulo Duval apresenta distingdes
necessarias para descrever e definir a especificidade dos escritos simbdlicos.
Primeiro sobre a importancia de ndo confundir dois niveis de unidades de
sentido: dos elementos significantes (fonemas, morfemas e palavras de uma
linguagem natural, digitos que designam nimeros em um sistema de
numeragéo); das expressdes incompletas ou completas, (sintagmas nominais

e verbais para frases e sintagmas operatorios para o0s escritos simboélicos). Em
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relagdo aos escritos simbolicos Duval evidencia dois tipos de substituicdes
que devem ser diferenciados: conforme sejam relativos aos sintagmas
operatorios (substituices com expressdes incompletas); ou a igualdades,
equacOes ou expressdes (substituicdes em expressdes completas). Essa
diferenciacdo coloca em cena a “denotagdo” que € a unidade de sentido
préprio de uma expressao completa, ¢ o “sentido” que ¢ a unidade de sentido
de uma expressao incompleta. A denotacdo em equacGes incompletas torna-
se “o objeto designado” por um sintagma operatorio ou nominal, e o sentido
torna-se a “significagdo” propria de cada expressdo incompleta usada para
denotar ou designar um objeto. E isso significa que ela resulta de uma
operacéo de designaco e caracteriza SUBSTITUICAO SEMANTICA (por
exemplo (a + b) /2 = a/2 + b/2) que ndo deve ser confundida com
SUBSTITUICAO OPERATORIA (por exemplo 2x2 = 4). A conclusdo da
analise linguistica dos escritos algebricos simbdlicos apresentada por Duval
no capitulo aponta para a necessidade da distingdo semantica de Frege entre
0 sentido de uma expressao e o gque ela denota. Com o capitulo Duval aponta
que uma andlise semio-cognitiva dos escritos simbélicos significa analisar as
necessidades e as dificuldades de aprendizagem da algebra antes de organizar
0 Seu ensino cujo objetivo €, por um lado, sensibilizar tanto para as operacées
discursivas especificas da linguagem natural, como para 0s escritos
simbdlicos, e por outro, quebrar a parede de vidro que os separa. Os excertos
apresentados no capitulo foram feitos para que os préprios professores
possam apropriar-se desse instrumento analitico, a fim de apreender as causas
profundas dos bloqueios dos alunos e desenvolver atividades, cujo objetivo

seja a tomada de consciéncia por parte dos alunos.
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Também contamos com a preciosa colaboragdo Jean-Claude Rauscher
com a apresentacgdo de seu estudo realizado, por um periodo de trés anos, com
um estudante com dificuldades em algebra elementar. Os resultados do estudo
sdo apresentados no capitulo intitulado “O caso Jonathan: o complexo de
algebra”. No inicio, o trabalho com o estudante foi para ajuda-lo em
atividades matematicas que exigiam transformacGes de expressdes
algébricas, resolucdo de equacbes e equacionamento dos dados de um
problema em uma equacdo para a sua solucdo. Foi no periodo de
equacionamento dos dados de um problema que uma tabela bidimensional foi
utilizada para ajudar o aluno nos diferentes tipos de designacdes dos
diferentes sintagmas do problema: designacdo direta, indireta, funcional,
dupla designacéo e equivaléncia referencial. Antes, porém foi apresentado um
trabalho realizado para o desenvolvimento da capacidade de efetuar
diferentes designacdes a partir de listas abertas de nimeros inteiros que
possuiam relacdes funcionais (duplos, quadrados etc.) para permitir que o
aluno efetuasse 0s seus primeiros passos na algebra elementar. Foram tarefas
semio-cognitivas propostas que permitiram ao aluno aprender a fazer o
caminho da &lgebra. O trabalho desenvolvido com o aluno exigira verdadeiras
abordagens matematicas dentre as quais: exploracdo, conjectura,
generalizacdo e prova e caracterizaram a utilizacdo do céalculo algébrico,
como ferramenta para fazer generalizacGes e prova relativas a generalizagao
de regularidades numéricas.

As demais pesquisas apresentadas na sequéncia voltam-se para a
disseminacéo de seus resultados com o objetivo de oferecer aos professores
subsidios tedricos de natureza semio-cognitiva para a organizacdo de suas

praticas educativas voltadas para a aprendizagem da matematica.
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Nessa dire¢do caminha o capitulo de autoria de Barbara Cristina Pasa
e Méricles Thadeu Moretti intitulado “O esboco de curvas no ensino médio
na perspectiva da interpretacdo global de unidades figurais: possibilidades a
partir da nocéo de infinitésimo” no qual o esbogo de curvas de fungdes do
ensino médio é problematizado a partir da abordagem de interpretacéo global
de propriedades figurais, preconizada por Duval. Neste estudo, 0s autores
apresentam um caminho alternativo para esbocar e compreender curvas
utilizando as taxas de variagcdo instantdneas da funcdo como recurso
orientador para a interpretagdo global, calculadas e interpretadas por meio da
noc¢do de infinitésimos. A fim de suscitar reflexdes sobre as potencialidades
do esboco de curvas na perspectiva do caminho alternativo sob a 6Gtica da
teoria cognitiva de Duval, foram consideradas algumas construgcdes de
estudantes e verificou-se que os polindbmios do segundo e terceiro graus
mostram-se muito convenientes para esse tipo de estudo, entre outras coisas,
por permitirem uma compreensao inicial sobre a variabilidade de funcdes.

Igualmente o capitulo intitulado “Ensino e aprendizagem das
superficies quadricas mediado pelo GeoGebra: articulacbes entre a
abordagem de interpretacdo global e a teoria das situacdes didaticas” de
autoria de Sérgio Florentino da Silva e Méricles Thadeu Moretti discute o
ensino e a aprendizagem das superficies quadricas. Para tanto, do ponto de
vista da aprendizagem os autores apoiaram-se na abordagem de interpretacao
global de propriedades figurais de Raymond Duval. Para seu ensino, os
autores sugerem que a participacdo dos alunos esteja em sintonia com
elementos da Teoria das Situa¢Bes Didaticas (TSD) de Guy Brousseau. Nesse
caminho propdem algumas atividades com o uso do software GeoGebra e

discutem, ainda, que esse software, de forma dindmica, interativa e
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experimental, é um facilitador na articulagéo entre a teoria semio-cogntiva de
Duval e elementos da TSD de Brousseau.

Contribui para a divulgacdo de resultados de pesquisas subsidiadas
pela teoria das Representagdes Semidticas de Raymond Duval o capitulo
intitulado “Esboc¢o da parabola por meio de translagdes no ensino médio” de
autoria de Djerly Simonetti e Méricles Thadeu Moretti no qual é realizada
uma discusséo sobre o esbog¢o da pardbola por meio de translacfes ao mesmo
tempo que apresenta registros de uma primeira experiéncia com estudantes
do ensino médio destacando as operacfes cognitivas de tratamento e
conversao, bem como, as varidveis visuais que se fazem presentes
considerando os estudos de Duval sobre interpretacéo global de propriedades
figurais.

Da mesma forma o capitulo de autoria de Carine Scheifer e Celia
Finck Brandt intitulado “Design teérico do pensamento geométrico”
apresenta um quadro tedrico que contempla, de forma pratica e sucinta, as
diversas especificidades sobre o que Raymond Duval considera ser necessario
para a aprendizagem da Geometria. Cada categoria criada para compor o
quadro diz respeito a um tipo de atividade cognitiva que deve ser trabalhada
junto com o aluno durante o processo de ensino da Geometria. Entre as
contribuicdes deste quadro tedrico estdo: a analise de questdes de avaliacdo
em larga escala; o conhecimento de um panorama da Teoria dos Registros de
Representacdo Semioética para a Geometria; a utilizagdo como consulta para
organizagOes didaticas e/ou de pesquisas; e ainda pode ser utilizado para
avaliar o que esta sendo valorizado ou deixado de lado tanto no ensino quanto

nos materiais didaticos utilizados para o ensino da Geometria.
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Contribuicdes significativas podem ser encontradas no capitulo de
autoria de Fatima Aparecida Queiroz Dionizio e Celia Finck Brandt intitulado
“Ensino da geometria na infancia: saberes e conhecimentos na aprendizagem
da docéncia” no qual sdo apresentados resultados de uma investigacdo
relativa a aprendizagem da docéncia para o0 ensino da geometria a partir de
uma andlise dos saberes e conhecimentos geométricos manifestados por um
grupo de professoras das seéries iniciais do ensino fundamental. Com base na
teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, o estudo abordou o papel
das operagOes cognitivas necessarias para a organizacao do trabalho com a
geometria. Foram estabelecidas relacdes entre os saberes e conhecimentos
docentes, a pratica pedagdgica e o desenvolvimento do pensamento
geomeétrico pelos estudantes no periodo da infancia.

Igualmente o capitulo de autoria de Franciele Isabelita Lopes Novak
e Celia Finck Brandt intitulado “Uma experiéncia com uso do ambiente
dindmico GeoGebra e os aspectos especificos da aprendizagem em geometria
segundo Raymond Duval: olhares, apreensées e desconstrucdo dimensional”.
O capitulo traz os resultados de uma pesquisa relativa a utilizacdo do
ambiente dindmico GeoGebra a luz das especificidades da teoria de Duval
guanto a geometria. Na pesquisa foram analisadas as produg6es dos alunos,
tanto digitais quanto escritas, em tarefas propostas para a deducdo da Lei de
Euler para poliedros regulares. O estudo mostrou, dentre 0s principais
achados, a simultaneidade que ha entre as modificacdes posicional e Otica,
além da apreensdo sequencial ser presente de modo singular quando se trata
de um ambiente dindmico.

O capitulo de Roberta Nara Sodré de Souza e Mericles Thadeu Moretti
intitulado “A aprendizagem de geometria sob o olhar da desconstrucéo
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dimensional das formas” apresenta os resultados de uma pesquisa voltada ao
estudo semio-cognitivo das mudancas dimensionais no processo de
aprendizagem de geometria relacionadas a resolucdo de problemas com
figuras. Na anélise, os autores revelaram elementos que indicam fortemente
a desconstrucdo dimensional como um alicerce a aprendizagem e promocéo
do conhecimento geomeétrico.

No capitulo de Daiana Zanelato dos Anjos e Méricles Thadeu Moretti
intitulado “Elementos semio-cognitivos para a aprendizagem de estudantes
cegos em matematica: o livro didatico em Braille” a teoria de Raymond Duval
é entrelacada a uma questao sensivel e contemporanea: a educacéo inclusiva.
Neste estudo, os autores apresentaram uma analise tanto semiotica quanto
cognitiva sobre a aprendizagem de matematica de uma estudante cega
congénita. Considerou-se o livro didatico de matematica em Braille e as
possiveis armadilhas semidticas que se revelam para além da visdo.

O capitulo de Jorge Paulino da Silva Filho e Méricles Thadeu Moretti
intitulado “Percepcdes de um estudo de caso com um aluno com discalculia
do desenvolvimento — uma abordagem baseada nas funcgdes discursivas de
Raymond Duval” apresenta os resultados de uma pesquisa também no ambito
da educacdo inclusiva, no qual séo trazidas algumas questdes que emergiram
de um estudo de caso com um estudante com Discalculia do
Desenvolvimento, transtorno de aprendizagem que afeta de 3 a 6,5% das
criancas em idade escolar. O objetivo foi 0 de analisar algumas de suas
producdes escritas e orais, por intermédio das Fungdes Discursivas.

Ainda na direcdo da disseminacdo de resultados de pesquisas
subsidiadas pela teoria de Raymond Duval encontra-se o capitulo intitulado

“Caracteristicas visuais das figuras geométricas empregadas no estudo da
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relagdo parte-todo dos nimeros racionais” de autoria de Andréa Fernandes
Silva e Meéricles Thadeu Moretti onde os autores buscaram analisar as
caracteristicas visuais das figuras geométricas utilizadas para trabalhar na
escola a relacdo parte-todo dos ndmeros racionais, a partir da Teoria de
Raymond Duval. Dessa forma, analisaram os elementos visuais, bem como
0s tipos de apreensdes que podem ser evocadas e as possiveis modificacfes
gue sejam necessarias, no estabelecimento da relacéo parte-todo dos nimeros
racionais, para caracterizar a utilizacdo desses tipos de figuras geometricas.

O capitulo intitulado “O papel das fungdes discursivas na
aprendizagem matematica: um olhar para os problemas do campo aditivo” de
autoria de Eduardo Sabel e Méricles Thadeu Moretti apontou os resultados de
uma pesquisa que indicam de que forma eles foram levados a pensar sobre o
papel da linguagem no processo de ensino e aprendizagem da matematica. No
presente estudo, 0s autores apresentaram as funcgdes discursivas e meta-
discursivas de uma lingua, realizando uma discussdo sobre a importancia e o
papel dessas funcdes e operacdes discursivas na compreensdo de problemas
no campo conceitual aditivo de Vergnaud.

Igualmente encontra-se na presente coletanea o capitulo de autoria de
Luani Griggio Langwinski, Tania Stella Bassoi (in memoriam) e Celia Finck
Brandt intitulado “Os registros de representacdo semidtica nas aulas de
algebra do 8° ano: uma caracteriza¢do de como os professores identificam e
ensinam os objetos matematicos algébricos™. O capitulo estrutura-se a partir
das contribui¢cdes de Raymond Duval para o ensino de algebra relativa as trés
atividades cognitivas associadas a representacdo: formacdo, tratamento e
conversdo, dando énfase ao discurso utilizado pelos professores, buscando

ligacbes com os quatro tipos de operagGes de substituicdo semidtica,
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propostas por Duval et al. (2014). Neste estudo, as autoras identificaram as
formas de abordagens do ensino de algebra utilizadas por professores do 8°
ano para a formalizacdo desse ensino. Verificou-se o zelo dos professores
quanto as formalizacbes de conceitos e termos utilizados, estando sempre
atentos as duvidas dos alunos, contudo, foi evidente a énfase dada por eles ao
tratamento algébrico e a auséncia de registros figurais.

As contribui¢bes do estudo de José Luiz Rosas Pinho e Mericles
Thadeu Moretti sdo apresentadas no capitulo intitulado “O papel das
descricdes e o potencial semiotico dos softwares de geometria dinamica na
criacdo e resolucdo de problemas de geometria no ensino superior”. No
capitulo é apresentada uma discussdo sobre o papel das descri¢cdes, segundo
a teoria dos registros de representacdo semidtica de Raymond Duval, na
criagdo de problemas, partindo-se de uma formulacdo completa de um
problema até chegar a formulacGes minimas. Um exemplo instigante para
estudantes do ensino superior é apresentado pelos autores, gerando diversos
problemas, com hipoteses variadas, mas com uma mesma conclusdo. Os
resultados do potencial semidtico do GeoGebra, explorado para se obter a
resolucé@o de um desses problemas, foi apresentado.

Jessica Rohden Schlickmann e Mericles Thadeu Moretti no capitulo
intitulado “O pensamento computacional na perspectiva da teoria dos
registros de representacdo semidtica no ensino de geometria” desenvolveram
uma pesquisa voltada para o Pensamento Computacional Desplugado para a
criacdo de registros representactes de quadrilateros por meio da plataforma
Scratch. Os autores apontam ser Pensamento Computacional Desplugado

uma alternativa para a inser¢éo de atividades do meio virtual para resolver a
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auséncia de computadores nas salas de aulas, ou ainda a auséncia de uma
internet de qualidade.

A disseminacéo dos resultados de pesquisas com subsidios da Teoria
de Raymond Duval é incrementada com os estudos de Crislaine Costa e
Méricles Thadeu Moretti no capitulo intitulado “A contribui¢do da teoria dos
registros de representacdo semidtica nas pesquisas cientificas brasileiras:
tendéncias e reflexdes” voltada para a identificacdo do panorama das
pesquisas cientificas, pontuando as tendéncias e reflexdes sobre a aplicacdo
da Teoria. Os autores investigaram de que forma os Registros de
Representacdo Semiotica de Duval tém sido utilizado nas pesquisas
brasileiras e os resultados sdo apresentados com destaque nos aspectos
tedricos abordados, os niveis de abrangéncia e estratégias metodolégicas que
foram empregadas.

E por fim o capitulo de autoria de Helaine Maria de Souza Pontes e
Celia Finck Brandt intitulado “Modelagem matematica sob a otica da teoria
dos registros de representacdo semidtica e da educacao dialdgica” que traz os
resultados de um pesquisa voltada para alguns aspectos das implicacdes da
Modelagem Matematica, para a aprendizagem da matematica, em duas
dimensBGes: uma dimensdo cognitiva, levando em consideracdo as
proposicdes da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica; e uma
dimensao social, embasada no entendimento de Paulo Freire sobre educacéo
dialdgica.

As pesquisas apresentadas compreendem um periodo de
aproximadamente 15 anos de estudos da teoria dos registros de representacao
semiotica de Raymond Duval. Os estudos voltaram-se ora para contetdos

matematicos, ora para enfrentamento das dificuldades dos alunos e de erros


http://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UFSC_981f8bd45372c75dbac5a05c678c4ee4
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recorrentes que se apresentam ao longo de sua escolaridade e ora para as
praticas dos professores na busca incansavel, ao longo de sua carreira
profissional, das melhores formas de organizar o ensino e proceder com a
avaliacdo da producéo discente.

A teoria € complexa e densa, mas da forma como os resultados dos
estudos sdo apresentados, torna-se acessivel a professores dos diferentes
graus de ensino: fundamental, médio e superior. Por essa razao a importancia
da disseminagdo desses resultados e de sua contribuicdo para a formacéo
matemaética dos alunos.

Esperamos, por meio dessa coletanea e das pesquisas divulgadas uma
referéncia a um quadro tedrico para a organizacdo de sequéncias de atividades
que conduzam a aquisicdo tanto de conceitos como de procedimentos

matematicos.

Méricles Thadeu Moretti
Celia Finck Brandt



CAPITULO |

Escritos simbdlicos e operac6es heterogéneas de substituicao de
expressdes: as condi¢bes de compreensao em algebra elementar

Les écritures symboliques
et les opérations hétérogenes de substitution d’expressions
Les conditions de compréhension en algebre élémentaire!

Raymond Duval
Trad. Méricles Thadeu Moretti

Na aprendizagem de algebra durante o Ensino Fundamental 2 (EF-2)?,
os alunos enfrentam constantemente uma espécie de parede de vidro: o0s
escritos simbdlicos, ou seja, a variedade de expressdes que combinam
nameros, letras e simbolos de operacdes, cujo registro semidtico permite-lhes
escrever; bem como a heterogeneidade das operagdes de substituicdo umas
pelas outras dessas expressdes. As palavras da lingua e da matematica
parecem transparentes, como as que designam operacdes, relagdes,
propriedades das equacdes e explicam como utiliza-las nos calculos. Mas, na
verdade, para trés quartos dos estudantes, e todos aqueles que ndo estudaram
ciéncias, tal parede € opaca, uma vez que eles ndo conseguem ver atraveés dela
0 que os professores veem e que ndo ha meio algum de passar do registro da
lingua natural, no qual, as opera¢des exigidas para transitar de uma expressao
verbal a outra sdo efetuadas por associacOes de palavras “que fazem pensar
em...”. No entanto, as operagdes de substituicdo de expresses simbolicas
requerem a analise exclusiva da forma das combinacdes de nimeros, letras e

! Dans I'Annexe 1, la version originale en frangais.
2 Nota do Tradutor. Usaremos os termos entre colchetes e em negritos, a seguir, para designar

o0s niveis de ensino equivalentes, no Brasil, aos niveis de ensino Francés: o ensino béasico
francés obrigatorio é composto de 12 anos: 5 anos em nivel de ensino primaire (école
élémentaire) (6 a 10 anos de idade) [Ensino Fundamental 1 — EF-1]; 4 anos do collége (11 e
14 anos de idade) [Ensino Fundamental 2 — EF-2] e; 3 anos do lycée (15 a 17 anos de idade)
[Ensino Médio — EM].
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simbolos das opera¢cdes. Como ndo confundir as expressdes obtidas por meio
das multiplas operacBes de substituicdo possiveis, tendo em conta a
uniformidade das expressfes escritas? Como equacionar os dados de um
problema concreto ou ndo-matematico, e resolvé-lo usando uma equacéo
como “ferramenta”? De outra forma, quais sdo 0s primeiros passos a serem
seguidos, a fim de que os alunos aprendam algebra? Ha dois pontos de vista
radicalmente diferentes para responder essa pergunta.

Em primeiro lugar, ha o ponto de vista matematico que é, obviamente,
primordial e serve para estruturar as analises, que levam a organizagdo dos
programas. Essas analises advém de um objetivo, institucionalmente fixado,
a ser atingido no final do EF-2: o uso de equages na resolucao de problemas
extra matematicos. Entdo, a analise matematico-regressiva é realizada. O
processo de aprendizado de uma equacgdo, como sendo uma “ferramenta”, é
desconstruido por pré-requisitos de conhecimento e savoir-faire, os quais
também o sdo por outros pré-requisitos mais elementares. Esse processo
avanca até chegar a introducdo de uma ou duas letras no calculo com
nameros. Os curriculos para cada ano escolar sdo entdo determinados para
fazer os alunos seguirem o caminho inverso dessa analise matematico-
regressiva, em quatro ou cinco anos. Com o intuito de ajudar os professores
a implementéa-los em sala de aula, os curriculos sdo enriquecidos com
explicagdes de aquisi¢do de conhecimento e aprendizagem, epistemoldgicas,
psicogénicas, psicoldgicas, socioldgicas ou pedagdgicas. Mas nenhuma das
explicagdes as quais eles fornecem € realmente relevante, pois ignoram o fato
de que aprender matematica ocasiona dificuldades intrinsecas de
compreensdo, que ndo sdo encontradas em nenhum outro campo do
conhecimento.

O outro ponto de vista é a anélise do funcionamento semio-cognitivo
subjacente a atividade matematica. Quais sdo 0s gestos intelectuais que
permitem “fazer matematica”? Desse ponto de vista, a discriminacéo imediata
da variedade uniforme dos escritos simbdlicos, bem como a consciéncia de
multiplas operacdes de substituicdo possiveis sdo os dois primeiros passos a
serem trabalhados com os alunos no ensino da algebra. Os objetivos da
aprendizagem néo sao a aquisicdo de conhecimentos e habilidades, mas uma
tomada de consciéncia de operacGes semio-cognitivas, que permite entender
como trabalhar com escritos algébricos e reconhecer quando e em qual
situacdo aplicar os conhecimentos adquiridos. No entanto, sé se pode tomar
consciéncia fazendo, no seu préprio ritmo, tarefas que séo desenvolvidas para
cada uma das diferentes operacGes semio-cognitivas especificas dos escritos
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simbdlicos, e que podem ser geridas individualmente. Essa tomada de
consciéncia € um pré-requisito para a aquisi¢do de conhecimento em &lgebra
elementar. Os critérios de sucesso que possibilitam avaliar o desempenho
escolar dos alunos séo diferentes daqueles, geralmente, adotados na sala de
aula em sequéncias de atividades e em questdes nacionais ou internacionais.
Tais critérios de desempenho séo, tanto, a rapidez de resposta, quanto, uma
completa mudanca de atitude em relacdo as tarefas matematicas e a resolucéo
de problemas, uma vez que, nessas tarefas especificas, acertar ndo basta,
deve-se considerar o tempo de resposta, pois um aluno deve ser capaz de
realizar as tarefas em menos de trinta segundos, independentemente, das
variacdes da apresentacdo dos dados, das restri¢ces da instrucéo e do sentido
da conversao a ser feita entre a linguagem natural e a escrita simbdlica da
expressao, seja ela completa ou incompleta. Em outras palavras, o aluno deve
reconhecer rapidamente os diferentes niveis de unidades de sentido em uma
equacdo e as operacOes de substituicdo a serem realizadas, sem ter que
perguntar (professor ou aluno), ou ter alguém que lhe diga o que fazer; sem
isso ndo héa outra aprendizagem possivel em algebra para o aluno.

*

**k*

S80 quatro questbes que estdo na base das pesquisas, sobre as
condic¢des semio-cognitivas condicionantes, para a compreensao e aquisicao
de conhecimento em &lgebra, bem como para 0 seu uso espontéaneo em
situacdes de resolucdo de problemas fora do ambito matematico.

A primeira pode parecer simples e até trivial: como designar objetos
em linguagem natural, utilizando letras ou simbolos? O terceiro capitulo de
Semiose e Pensamento Humano, de Duval (1995), com énfase em uma
citacdo em Begriffsschrift, de Frege, foi inteiramente dedicado a linguagem
natural e linguagem formal.

A segunda tornou-se evidente por meio da pesquisa Estruturas
aditivas e complexidade psicogenética, de G. Vergnaud (1976), sobre os
problemas aditivos, e com a tese Apprentissage des problemes additifs et
compréhension de texte, de Damm (1992). Como visualizar a estrutura
matematica da formulacdo de um problema, em um texto que articula diversas
frases, para descrever um cenario da vida real? (Duval, 2005).

A terceira surgiu com as formulacgdes de problemas, cujas resolucGes
ja ndo requerem a designacdo de uma quantidade desconhecida, mas a
designagdo funcional de uma segunda quantidade desconhecida. Sem a
consciéncia de que esse modo de designacao ndo existe na lingua, os alunos
ndo podem equacionar os dados dos problemas que tenham duas unidades
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desconhecidas e ndo apenas uma (Duval, 2002, 2011). Como escrever duas
expressoes incompletas, a partir do enunciado do problema, que formaréo os
dois membros de uma equacgédo?

A quarta questdo, na verdade, pertence as trés anteriores e diz respeito
a todos os problemas que sdo dados no EF-2 para preparar a introducao de
um novo conceito, novas operacgdes, ou em exercicios com fins exploratorios
e de pesquisa. O que vem a ser um problema matematico, desenvolvido para
fins didaticos, e o que significa resolver matematicamente um problema? Em
outras palavras, essa é a assustadora questdo do papel dos problemas na
aquisicdo de conhecimentos matematicos, mas ndo parece sé-lo para os
professores e para a grande maioria dos didatas. Foi s6 mais tarde que a
enfrentei de frente: é preciso aprender a formular esses problemas para tornar-
se capaz de resolvé-los (Duval, 2013).

Infelizmente, em um didlogo pdstumo que tentei travar com Jean-
Philippe Droubhard, toda essa pesquisa teve um resultado imprevisivel.
Encontramo-nos, com relativa regularidade, mas sem que eu tenha tentado
compreender o que ele pensava. Tive que ler a sua tese, defendida em 19922,
por conta de um encontro em torno do seu trabalho, no qual, realmente,
haveria de empreender uma discussdo sobre as nossas diferentes abordagens
na andlise dos escritos simbdlicos.

Os trechos do confronto entre duas analises de escritos simbolicos?,
aqui apresentados, foram feitos primeiro para Jean-Claude Rauscher, que
estava envolvido num trabalho de acompanhamento com Jonathan®, e
retomados depois para o beneficio dos professores, que s6 lecionam no EF-2.
O objetivo era reter apenas 0s pontos essenciais, que pudessem ser (teis em
sala de aula no ensino e aprendizagem de algebra, independentemente, de
alguma teoria psicoldgica, semidtica, linguistica, pedagdgica ou didatica;
enfim, que os professores fossem capazes de observar e analisar por si
mesmaos as causas profundas das dificuldades e dos bloqueios recorrentes dos
seus alunos.

Desde as primeiras linhas da introducdo da sua tese, Jean-Philippe
Drouhard apresentava a ideia orientadora da sua pesquisa, que tratava de duas

3 Drouhard J.-P, 1992. Les écritures symboliques de ’algébre élémentaire. Thése de Doctorat.
Paris VII.

4 2019, Jean-Philippe Drouhard. de la linguistique a |’épistémographie. Didactique des
mathématiques (Ed. M Maurel) pp. 105-139. Academia.edu Ces extraits sont publiés avec
["aimable autorisation de [’éditrice de cet ouvrage, Maryse Maurel.

5 Ver Capitulo 11 deste e-book (Jean-Claude Rauscher. Le cas Jonathan. Le complexe de
I’algébre).
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mudancgas de perspectiva a serem consideradas em relacdo ao que era,
consensualmente, admitido nos trabalhos didaticos sobre algebra elementar.

Logo no inicio desse trabalho ha a hipotese muito geral de que na
algebra, além das dificuldades conceituais, o0 aprendente também se depara
com dificuldades linguisticas ligadas a complexidade da linguagem simbolica
da matemética. Em outras palavras, a “transparéncia” da linguagem
simbolica ¢é apresentada como ilusoria e, um dos objetivos desse trabalho,
fora, precisamente, remover essa “ilusdo de transparéncia” (Duval, 1992, p.
3).

Em primeiro lugar, ao falar de “ilusdo de transparéncia”, Drouhard
questionava uma ideia, que se tornou Obvia com o desenvolvimento da
algebra, a ideia do caracter inteiramente explicito e controlavel dos escritos
simbolicos®. A escrita simbdlica é, de fato, o Unico tipo de representagio
utilizada na matemética na qual, por um lado, todos os elementos
significantes necessarios para se compreender uma expressao completa, sdo
explicitamente dados, com pequenas excegdes, por exemplo em: “a”, em vez
de “1a”’, e na qual, por outro lado, cada elemento significante é univoco. De
outro modo, as igualdades ou equacgdes sdo autossuficientes, pois nédo
dependem de nenhum contexto ou situacdo, como em quase todas as
afirmagdes em lingua natural. Além disso, as transformacdes de uma para
outras expressdes simbdlicas sdo totalmente explicitas e perfeitamente
controlaveis. Razdo pela qual, ao contrario de todas as proposi¢des em
linguagem natural, elas sdo algoritmizaveis. Portanto, os escritos simbolicos
devem ser mais faceis de se entender do que os enunciados em linguagem
natural, as figuras geométricas ou, mesmo, do que os gréaficos que devem ser
entendidos qualitativamente e ndo, pontualmente. Mas, esse ndo é o caso. Se
o0s escritos simbolicos sdo matematicamente transparentes, trata-se de uma
“ilusdo de transparéncia”, pois eles sobrepdem, em uma mesma sucessao,
diferentes tipos de agrupamentos de numeros, letras e simbolos, e tais
agrupamentos constituem unidades de sentido em diferentes niveis, quase
impossiveis de serem discriminados e reconhecidos pela maioria dos jovens
alunos. Em trabalhos posteriores, Jean-Philippe Drouhard preferiu falar de
“implicito” em vez de “ilusdo de transparéncia”, o que nao foi uma escolha
casual, pois enquanto a nogao de implicito conota algo que néo é dito por ser

¢ Condillac expressou-se, no final do século XVIII, desta forma: a algebra, que é a
linguagem da matemaética, é uma simplificacdo da linguagem e uma economia de
signos, que possibilitam 0 aumento da capacidade de célculo.
" Escreve-se “a” no lugar de “1 x a” e “2a” em vez de “2 x a”.
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conhecido ou demasiado Obvio, a expressdao ‘“ilusdo de transparéncia”
caracteriza a propria natureza dos escritos simbélicos da algebra elementar.

1 DISTINCOES PRELIMINARES PARA DESCREVER E DEFINIR A
ESPECIFICIDADE DOS ESCRITOS SIMBOLICOS

Os escritos simbdlicos sdo um tipo de representacdo grafica que,
verdadeiramente, nada tem em comum com a linguagem ou com as figuras.
Para compreender isso, paremos um momento para refletir sobre o que ha de
especifico na escrita, em comparagdo a dois outros tipos de representacao
mais comuns: as expressdes linguisticas e as figuras, instrumentalmente,
construidas em funcdo de propriedades geométricas.

1.1 OS ESCRITOS SIMBOLICOS VERSUS ESCRITOS
ALFABETICOS: UMA RUPTURA COMPLETA COM A FALA

Os escritos simbolicos sdo um tipo de representacdo gréfica, que
consiste em uma sequéncia linear de elementos, que se distinguem
visualmente e, cuja ordem de sucessdo, obedece a certas restricdes. Esses
elementos sao letras de um alfabeto ou nimeros de um sistema de humeracéo.
Portanto, é importante separar dois tipos de escritos: os escritos alfabéticos e
OS ESCRITOS SIMBOLICOS. Os primeiros sdo uma codificacdo da fala, ou
seja, de uma enunciacdo oral. Os Ultimos foram desenvolvidos para fins
exclusivos do calculo e sio ESCRITOS OPERATORIOS, que ndo podem ser
enunciados em lingua natural nem falados oralmente.

Em relacdo aos escritos simbdlicos, é importante ndo confundir dois
niveis de unidades de sentido:

- O primeiro nivel de sentido é o dos elementos significantes, que
dependem inteiramente do sistema semidtico utilizado, como definido por
Saussure (1972): fonemas, morfemas e palavras de uma linguagem natural,
digitos que designam nimeros em um sistema de numeragdo. Assim, 0s
digitos “0” e “1”, por exemplo, ndo tém o mesmo valor de escolha
opositivo em relacdo a um sistema de escrita binaria ou a um sistema de
escrita decimal;

- O segundo nivel de sentido é o das expressdes incompletas ou completas,
qgue podem ser produzidas usando um sistema semidtico: sintagmas
nominais e verbais para frases e, o que chamaremos de sintagmas
operatorios para 0s escritos simbolicos.
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Figura 1. Dois niveis de sentido dos escritos simbdlicos

ESCRITOS SIMBOLICOS

4 (elemento que designa um niimero)

44 (sequéncia de dois elementos que
designam um outro numero)

1. SISTEMA DE ESCRITA DECIMAL

2. EXPRESSAO INCOMPLETA: Os
sintagmas operatodrios articulam ao
menos um digito (ou uma letra) e um
SIMBOLO DE OPERACAO

(2+2), (5-1), 2x2),
(8:2), 8/2
40 + 4, 12 x 2

Sintagmas operatorios

Portanto, de um ponto de vista estritamente linguistico e semidtico, €
importante ndo confundir os escritos simbolicos utilizados em matematica
com os escritos alfabéticos, que permitem transcrever alguma expresséo oral
de uma lingua natural. Op&em-se, entre eles, 0s quatro critérios seguintes:

Figura 2. A distincdo entre escritos simbdlicos e alfabéticos

ESCRITOS ESCRITOS

SIMBOLICOS ALFABETICOS
1. Comutagdo oral/escrita, sem NAO SIM
ambiguidade e reflexiva
2. Restrigdes que determinam Reprodugao de
a ordem de sucessao de . elementos articulados
elementos com um valor Sintaxes na produgdo vocal
oposto de escolha
3. Func¢@o de designagdo de SIM NAO
objetos para os elementos

Designacgdo de numeros

4. Concatenacdo de elementos Formagao de sintagmas Reprodugao de
em unidades de sentido de um | operatorios (expressdes unidades de sentido
nivel mais complexo de incompletas) na fala oral
expressao
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Em outras palavras, se a algebra é uma linguagem, € uma linguagem
totalmente muda, que ndo pode ser falada. O seu objetivo €, simplesmente,
realizar algoritmos de operacfes, isso se se preferir uma linguagem
puramente operacional. Qualquer propriedade matematica que se pode
mobilizar, implicita ou explicitamente, em paralelo a0 uso de escritos
algébricos, revela um emprego matematico da linguagem natural. N&o ver
iSSO € negar-se a ver a complexidade e as dificuldades de se ensinar algebra
elementar para os alunos com idade entre 11 e 16 anos.

1.2 A GAMA DE ESCRITOS SIMBOLICOS E EXPRESSOES
COMPLETAS

Os escritos simbdlicos referem-se a toda gama de escritos
desenvolvidos para a realizacdo de calculos. Qualquer célculo é uma
sequéncia de operacgdes, que consiste em substituir uma expressao simbolica
por outra, quer essas expressdes sejam numeéricas ou literais. Dois tipos de
substituicdes devem ser diferenciados, conforme sejam relativos aos
sintagmas operatorios, isto €, substituicbes com expressdes incompletas, ou a
igualdades, equacBes ou expressdes, que constituem um terceiro nivel de
sentido, aqui chamado de expresses completas.

A substituicio de uma EXPRESSAO INCOMPLETA por outra
consiste em reduzi-la:
- a um elemento do sistema de escrita decimal: (2 + 2) — 4, ou 12 x 12 — 144;
- a um sintagma operacional menos complexo: 3 (a + 2/3b) — 3a + 2b;
- ou a um sintagma operacional de grau inferior: x> — (x x x).

Obviamente, essas substituicGes sdo reversiveis, determinadas pelas
propriedades dos simbolos de operacdo ou pela natureza dos nimeros. Por
iss0, vamos chama-los de SUBSTITUICOES OPERATORIAS.

A substituico de uma EXPRESSAO COMPLETA por outra é uma
operacéo diferente. Por um lado, pretende-se que um termo possa ser alterado
de um membro da equacgéo a outro, e que se possa efetuar uma substituicdo
operatoria em um dos dois membros:

at+t2=4 —» a=2 2a=8 > a=4
Por outro lado, requer-se que nessa substituicdo as duas expressoes

completas conservem o mesmo valor de sentido. A substituicdo deve ser feita
salva veritate, de acordo com a expresséo utilizada por Leibniz, enquanto as
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expressdes incompletas, relacionadas em cada uma das duas expressoes
incompletas, ndo sdo as mesmas! Foi para descrever esse mecanismo de
substituicdo semidtica, que Frege (1971/1892) introduziu a sua famosa
distingdo entre sentido (Sinn) e denotacdo (Bedeutung).

A “denotacdo” é a unidade de sentido proprio de uma expressao
completa, e “sentido” é a unidade de sentido de uma expressdo incompleta.
Ao estender-se essa distingdo para expressdes incompletas, a denotacdo torna-
se “o0 objeto designado” por um sintagma operatorio ou nominal, e o sentido
torna-se a “significacdo” propria de cada expressao incompleta usada para
denotar ou designar um objeto. Em outras palavras, com expressdes
incompletas, a denotagdo resulta de uma operacao de designacao. Essas sao
SUBSTITUICOES SEMANTICAS.

Comparemos, agora, quatro expressdes completas do ponto de vista
das substituicdes a serem efetuadas para calcular ou “resolver”:

Figura 3. Continuum dos escritos simbdlicos ao nivel das expressdes completas

2x2=4 2x2= 2x..=8:2 (a+b)/2 =al2+b/2
8:2 ou2 ...=8:2

1. Apenas um SIM
membro a ser
considerado

2. os dois membros SIM
independentemente
um do outro

3. Possibilidade de SIM
passar de um
termo a outro, 2x.,.=8:2
salva denotatione | | ||

A
.= (8:2)/2

4. Necessidade de SIM
mover um termo
de um membro (@a+b)/2=al2+Db/2
para outro na
equacao,

salva veritate

a+b = 2(a/2) +2(b/2)
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As duas primeiras expressoes (nas duas primeiras colunas) requerem
ndo mais do que substituicGes operatdrias. O sintagma operacional é reduzido
a escrita de um numero no sistema decimal. Nao hé& substituicdo semantica a
ser feita. Por outro lado, tudo muda quando se calcular, ou resolver, as duas
expressdes nas linhas da tabela mais abaixo, mesmo no caso de uma igualdade
com um elemento vago a ser completado (terceira coluna), que ndo comporte
alguma letra. Em outras palavras, a substituicdo semantica ndo deve ser
confundida com a substituicdo operatoria, mesmo que a resolucdo de uma
equacao recorra a ambas.

Com essas distingbes e comparacOes, torna-se possivel fazer trés
observacgdes importantes para penetrar na problemaética de pesquisa de Jean-
Philippe:

(1) Elas destacam a complexidade da escrita simbdlica.

Por um lado, exigem que trés niveis de unidades de sentido interligadas
sejam imediatamente reconheciveis: os elementos significantes em um
sistema semiético, que muitas vezes sdo confundidos com “signos”; as
expressfes incompletas e as expressbes completas. Sem o devido
reconhecimento, as expressdes simbodlicas ndo podem ser lidas, apenas
soletradas, elemento por elemento.

E preciso estar consciente da operag&o especifica de substituicdo semantica
para poder “resolver” uma equacéo, ou para poder aplicar uma formula numa
situacdo particular, e resolver um problema concreto.

(2) O primeiro passo em algebra ndo comec¢a com a introducao das letras,
mas com a escrita de expressdes incompletas para formar uma expressao
completa, cuja resolucdo exigird a substituicdo semantica. As equagdes
numéricas, com elementos vagos a serem completados, sdo um primeiro
exemplo (Duval e al., 2015, pp. 67, 73).

Assim, qualquer expressdo simbdlica na qual o simbolo de relagéo “=" possa
ser substituido pelo simbolo de designagdo de um resultado “—”, ndo é uma
expressao simbolica algébrica completa. O uso do simbolo “=" para designar
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o resultado de uma operagdo aritmética, cria um equivoco que constituira
um obstaculo aos primeiros passos na entrada dos escritos simbolicos
algébricos.

A introducéo das letras comeca com a formacdo de expressdes incompletas,
0 que exige, como veremos mais adiante, a consciéncia de uma operacéao
discursiva especifica dos escritos simbolicos: a designacgao funcional.

(3) Estritamente falando, a algebra ndo é uma lingua e nem pode sé-lo. E
um registro cognitivamente monofuncional discursivo e ndo
multifuncional, como sdo as linguagens naturais.

Portanto, a leitura e compreensédo de expressdes simbdlicas requer o
reconhecimento visual dos diferentes niveis de sentido de uma expresséo, a
fim de poder distinguir todas as unidades de sentido. Caso contrario, ficamos
com o simples reconhecimento de diferentes caracteres (digitos, letras,
simbolos de operacdo ou de relacdo), que s6 podem ser soletrados um ap6s o
outro. Na sequéncia, deparamo-nos com sérias dificuldades para transformar
sintagmas operatdrios em outros sintagmas e, mais ainda, para fazer
substituicdes semanticas. Essas dificuldades podem bloquear de imediato a
grande maioria dos estudantes, ndo s6 durante a resolucao de equagdes, mas,
mais simplesmente, quando na aplicacdo de uma férmula!

II. CONCLUSAO DA ANALISE LINGUISTICA DOS ESCRITOS
ALGEBRICOS SIMBOLICOS: A NECESSIDADE DA DISTINCAO
FREGEANA ENTRE SENTIDO E DENOTACAO

A hipotese anunciada por Jean-Philippe Drouhard (1992, p. 4) na
introducdo da propria tese foi: “as ESA (Expressdes Simbolicas da Algebra
Elementar) podem ser descritas por um modelo linguistico (uma gramatica)”.
Em sua pesquisa, Jean-Philippe chegou a uma conclusdo paradoxal em
relacdo a essa hipotese. Para destacar o implicito dos escritos simbolicos
algébricos, é necessario recorrer a distincdo semantica de Frege entre o
sentido de uma expresséo e o que ela denota.
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A complexidade dos escritos fracionérios aparece, ndo como
sintagmas operatorios que giram em torno de um Unico simbolo de operagéo
(1/2, ou a/b), mas como aqueles que giram em torno de dois simbolos de
operacdo (3 + 1/2) e, ainda mais, com a inclusdo de trés simbolos de operacao
((4 +6)/ (4 +1)) (Drouhard, 1992, pp. 298, 314, 344-348). A partir de um
exemplo citado por Stella Baruk, um aluno foi perguntado sobre a seguinte
escrita:

»
2=10/5= @4+6)/@+1) =6/1=6

Entdo, Jean-Philippe explicou a reacdo do aluno, que admitiu as duas
simplificagdes e ndo viu por que uma deveria se impor em relagdo a outra.

Como Stella Baruk apontou, a sequéncia das igualdades torna-se 2 =6 e 0
estudante respondeu: “E dai?”. No entanto, como constatado no decorrer da
entrevista, 0 nimero 2 ndo é igual ao 6. Na nossa opinido, a resolugdo dessa
contradicéo reside no fato de que, para o estudante, a ESA 10/5 n&o designa
0 nimero 2 nem a ESA 6/1 designa o nimero 6. De fato, se 0s escritos sdo
privados de uma designacdo ausente, ndo se pode exigir da igualdade que
ela indica essa designacdo ausente. Como consequéncia disso, a igualdade
desempenha, em relagdo as transformagées, um papel idéntico e que é bem
conhecido na aritmética de transformagdes, a saber, o signo do resultado de
uma operacao.

Em ultima andlise, a auséncia de designacéo de fraces conduz a designagao
de relagdes e, em particular, de igualdade... e, dificilmente, a igualdade 10/5
= 6/1 designara um valor de verdade (neste caso, “Falso”).

Portanto, a auséncia de denotagdo torna muito dificil julgar a correcéo de
uma transformacéo contestada. Para o aluno, o debate é percebido como uma
troca de argumentos de autoridade (Drouhard, 1992, pp. 360-361).

Em outras palavras, a transformag&o dos escritos fracionarios revela
uma profunda diferenca entre a substituicdo operatoria, que lida com
expressdes lineares incompletas, e a substituicdo seméntica, que lida com
expressdes completas ndo lineares. O célculo de expressdes incompletas
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fracionarias constitui o caso, cuja substituicdo semantica ja é implicitamente
necessaria antes mesmo do trabalho com equacdes.

A segunda conclusdo diz respeito a necessidade de sensibilizar os
alunos para a diferenca entre o sentido de uma expressao simbolica e a sua
denotacao.

Para além de um discurso sobre a prépria no¢ao de denotagao (ou seja, um
meta-discurso sobre expressdes matematicas), o discurso permanece um
dialogo de surdos... Para os alunos ha diferenca, mas ndo uma contradicao.
Para que haja contradicdo, tem de haver denotacdo (Drouhard, 1992, p.
374).

Essa conclusdo invalida a hipdtese, anunciada desde as primeiras
linhas da referida tese e reafirmada a médio prazo, a saber, de que as ESA séo
independentes dos nimeros que representam? N&o, uma vez que a distin¢do
de Frege é impossivel de ser feita com um termo, um signo, ou uma expressao
incompleta. Portanto, dizer que um signo, um termo ou um sintagma
operatdrio representa um namero é o mesmo que ndo dizer nada. Em um
signo, um termo ou numa expressdo, considerada isoladamente ou em si
mesmo, ndo pode haver a distingdo entre sentido e denotacao, seria arbitrario
fazé-lo. Imediatamente, entramos no mal-entendido e no dialogo de surdos
evocado por Jean-Philippe. Foi aqui que Jean-Philippe teve de abandonar a
analise das ESA, em termos de gramatica generativa, para regressar as
analises semantico-logicas, de Frege, sem abandonar, porém, o ponto de vista
matematico.

De fato, sucessivamente, Frege tem dado duas explicacdes diferentes
para essa distin¢do, uma é matematica (1891) e a outra cognitiva (1892):

- A explicacdo matemaética diz respeito & natureza do objeto denotado e é
a que Jean-Philippe escolheu:

Da leitura da Frege retivemos a ideia de que é do nosso interesse (de um
ponto de vista l6gico, mas também didatico) considerar a denotagéo de uma
expressdo ndo como um ndmero, mas como uma fungéo (Drouhard, 1992, p.
267).
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E isso o leva a distinguir entre o sentido de uma funcdo e a sua
interpretagéo:

Chamo interpretacdo de uma ESA X, num determinado quadro, qualquer
objeto correspondente a denotacdo de X nesse quadro (Drouhard, 1992, p.
280).

Isso pode ser um nimero ou qualquer outra coisa, dependendo do quadro do
problema em que uma equac&o é utilizada (Drouhard, 1992, p. 280).

- A explicacgéo cognitiva e epistemoldgica trata do mecanismo semantico-
semidtico do célculo e do raciocinio matematico. Isso exige o confronto
com DOIS termos, DOIS signos, ou DUAS expressdes incompletas, com
sentidos diferentes, a fim de discernir o sentido e a denotagéo.

A analise dos escritos simbolicos algébricos ndo é, de todo, a mesma,
dependendo se se utiliza a explicacdo matematica ou a cognitiva da distincao
entre sentido e denotacdo. De acordo com a explicacdo matematica, a
denotacdo s6 se refere aos trés valores verdade (verdadeiro, falso,
indecidivel), ou mais precisamente ao unico valor verdadeiro, e diz respeito
apenas a expressdes completas. Conforme a explicagdo cognitiva, a
denotacdo refere-se a dois termos, ou duas expressdes de sentidos diferentes,
e refere-se apenas a expressGes incompletas, ou seja, termos, sintagmas
operatorios e, também, sintagmas nominais em linguas naturais.

A conclusdo, a partir da analise linguistica das ESA (correta), é
paradoxal e suscita varias questdes.

Q. 1 No continuum da escrita simbdlica (ver Figura 3), onde se situa a guinada
para que os alunos possam ser introduzidos na algebra elementar? Seria no
momento enquanto ocorre a introdugéo das letras, ou com a conscientizagéo entre
o sentido e denotacdo de expressdes simbdlicas, que podem ser tanto numéricas
quanto algébricas?

Q. 2 A distin¢do entre sentido e denotacao, que se mostra necessaria na utilizacao
e transformac&o correta dos escritos simbolicos, € essa distingdo de mesma ordem
que o conhecimento das propriedades dos nimeros e das operagdes?
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Q.3 A nocgéo de escrita simbdlica algébrica (ESA) ndo é uma nogdo demasiado
global e, portanto, inutilizavel para analisar o funcionamento dos escritos
simbdlicos? N&o deveriamos, primeiro, distinguir os sistemas de escrita
simbdlica de nimeros e o conjunto de tipos de expressGes que podem ser
formados, utilizando esses sistemas? E ndo deveriamos, entdo, distinguir
expressdes incompletas (os sintagmas operatorios) e expressdes completas (as
equaces)?

A concluséo final da tese trata dos quatro aspectos distintos das ESA,
que devem ser levados em consideracdo e sao requisitos para utilizé-las e
transforma-las corretamente.

“compreender” as ESA € levar em conta a sua sintaxe, denotacao, sentido e
interpretacdo (Drouhard, 1992, p. 376).

Essa concluséo suscita a seguinte questdo, relativamente, a utilizacao
da distingdo de Frege:

Q. 4 A distingdo entre denotacdo, sentido e interpretacdo é pertinente para
analisar-lhe a compreensdo em uma perspectiva didatica e ndo apenas
matematica?

2.1 A COMPLEXIDADE DAS ESA: UM IMPLICITO SINTATICO OU
A SOBREPOSICAO DE UNIDADES DE DIFERENTES TIPOS DE
SENTIDO?

Interessa a teoria linguistica de Chomsky, pois permite distinguir dois
niveis de organizacdo completamente diferentes: em primeiro lugar, a da
estrutura profunda, na qual devem ser explicadas todas as regras sintaticas
para a producdo de expressdes completas e incompletas. Em seguida, a
estrutura de superficie, como sendo o nivel de todas as expressdes possiveis,
que essas regras permitem produzir. Para o ensino da algebra elementar, séo
as expressdes numericas, literais e algébricas que o professor utiliza e calcula
ou pede que sejam produzidas. Elas preenchem os capitulos dos manuais
escolares. Uma comparacao entre esses dois niveis revela o que esta implicito.



36

Sera, entdo, suficiente tornar explicito o que esta implicito para que as ESA
deixem de ser opacas ou falaciosamente transparentes?

A questdo é que ndo ha nada de comum entre dois tipos de explicitacéo
do implicito:

- Um, que torna necessario desenvolver um software para gerar expressoes
simbdlicas e as transforme em outras, ou seja, que as calcule;

- e, dois, que torna necessario ao aluno reconhecer visualmente as
diferentes unidades de sentido, que compdem qualquer expressao
simbdlica relativamente complexa, como é o caso da escrita fracionaria (4
+6) / (4+1).

O equivoco na leitura de express6es simbolicas consiste em reduzir as
unidades de sentido de um sintagma operatorio ou de uma equagdo em uma
sequéncia linear de elementos visualmente separados por espacos em branco.
Quando dizemos oralmente uma equacdo a ser escrita, fazemos assim:
soletramo-la! Na realidade, os escritos simbdlicos algébricos sobrepdem-se e
fundem-se em trés tipos de unidades de sentido, em uma sucessao linear de
nameros, letras e simbolos, como vimos em 1.2. Evidentemente, ha os termos
enumerados sucessivamente que dizem respeito a sistemas de escrita de
nameros e a um corpus de simbolos de operacao e relacdo. Mas hé, sobretudo,
as unidades de sentido formadas por agrupamentos de termos. E aqui, €
crucial separar claramente expressdes completas (equacdes) das incompletas
que, também, chamamos “‘sintagmas operatorios”. Os sintagmas operatorios
apresentam um tipo de dificuldade bem conhecido: o da ordem das operacdes.
A transformacdo dos sintagmas operatdrios é independente da resolucdo das
equacOes, mesmo que a resolucdo das equacdes os implique.

Tomemos, de novo, o caso particular das fracdes que sdo sintagmas
operatorios. Em sua tese, Jean-Philippe analisou-as, como se calcula-las
implicasse uma expressao completa, o que o levou a um impasse didatico (ver
2). Na realidade, trata-se de um sintagma operatdrio que precisa ser
delineado, visualizando-o, como uma arvore de operagdes. Eis um exemplo,
em parte retirado de um manual escolar publicado ha quase quarenta anos,
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cuja originalidade era explicar os escritos simbdélicos, uma vez que é com a
escrita de nimeros e letras, representando nimeros ou conjuntos de nimeros,
que trabalhamos®. Esse exemplo mostra a necessidade de distinguir graus de
complexidade na escrita de um sintagma operatorio. O grau de complexidade
depende tanto do numero de simbolos de operacdo quanto da ordem das
operacoes.

Figura 4. Analise do grau de complexidade dos sintagmas operatorios.

Numero de Numero de  Numero de Diagrama das Condi¢ao
unidades  sintagmas  NIVEIS DE operagdes fregeana de
de sentido operatorios UNIDADES reescrita
elementar DE SENTIDO

SIM

D
+
(o
ol
N
[ERN

N ‘

a/2 +b/2 7 3 2

Esse tipo de visualizagéo, congruente com a ordem de prioridade das
operacdes, indica todos os esclarecimentos verbais para explicar ou justificar
o0 procedimento de calculo dos sintagmas operatorios.

A resolucdo das equacdes exige, ao contrario, um tipo de substituicéo
a que chamamos condigdo fregeana de invariancia da denotacdo. E aqui
chegamos ao segundo ponto de desdobramento.

8 Deledicq e Lassave (1979, p. 80).
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22 A DENOTACAO DE EXPRESSOES SIMBOLICAS: UMA
FUNCAO MATEMATICA OU INVARIANCIA DE UMA
DESIGNACAO, UTILIZANDO DUAS EXPRESSOES DIFERENTES?

Encontramos aqui as duas explicagdes dadas por Frege, que
mencionamos acima (ver 1): uma matematica e outra cognitiva.

A primeira foi eleita por Jean-Philippe, na prdpria tese, e retomada em
trabalhos posteriores, trata-se de aplicar a distin¢éo entre sentido e denotagao
a uma unica expressao simbdlica considerada em si mesma, ou seja, a cada
expressao simbdlica considerada, independentemente da anterior ou da
seguinte em um célculo ou em um processo de resolucdo. O sentido e a
denotacdo de uma expressdo aparecem, entdo, como dois aspectos associados
e, no entanto, totalmente independentes um do outro:

O sentido de uma expressdo A e a denotagdo dessa mesma expressao.

Isso leva a identificar o sentido da expressdo com o objeto denotado,
ou seja, uma funcdo ou valor verdade, independentemente do sentido da
expressao. Por isso, Jean-Philippe sempre teve o cuidado de especificar que
a denotacdo de uma equacdo ndo € um numero. Isso justifica-se
matematicamente, uma “vez que uma equacdo de segundo grau com
coeficientes reais pode ter duas ou nenhuma solucdo real, mas para uma
equacdo do terceiro grau com coeficientes reais existe sempre solucéo real
(uma ou trés)”.

Mas essa escolha é paradoxal, na medida em que, o problema de Jean-
Philippe era analisar a especificidade da ESA, independentemente do que as
diferentes expressdes representassem matematicamente.

A explicacdo cognitiva é totalmente diferente, equivale a aplicar a
distingdo entre duas expressdes simbolicas para explicar o mecanismo de
célculo. Calcular significa substituir, de forma n&o tautologica, uma
expressdao B por uma expressdo A, cujo sentido é diferente de B, mas
mantendo invariavelmente a denotacdo de A, ou seja, 0 que A designa.
Aplicada as frases da lingua natural, essa distin¢do permite levar em conta a
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coeréncia ou incoeréncia de um encadeamento de propostas em um
raciocinio, argumento ou descri¢do. Assim, 0 mecanismo de substituicéo
subjacente ao calculo, como explica Frege (1971/1892), pode ser
esquematizado da seguinte forma:

Figura 5. Esquema do mecanismo de operacdo de substituicdo das operagdes de

calculo
A MESMA DENOTACAO
Expressao simb. de SENTIDO A v Expressao simb. de SENTIDO B

»
'

Substitualidade de uma
a outra expressdo

As duas setas sélidas representam as duas possiveis substituicdes de
uma expressdo A por outra expressao, dependendo da que foi dada no inicio.
Essa substituicdo sé é possivel sob a condicdo de mesma denotacéo, ou seja,
de equivaléncia semantica. Para o calculo de sintagmas operatorios, a
expressao “salva suppositione” € mais apropriada do que a expressao salva
veritate, que s € relevante para expressdes completas.

Duas observacbes permitem ver a importancia crucial dessa
explicacdo cognitiva para uma teoria da compreensdo e aprendizagem da
escrita simbdlica por parte dos alunos.

A primeira diz respeito a comparacdo entre duas formas de escrever
ou representar nimeros, uma em termos de sentidos elementares e outra em
termos de sintagmas operatorios. Qual ¢ a diferenca entre 0s escritos:

“4” e (1+1+1+1)ou(2+2)ou(2 x2)ou(6—4)ou, ainda, (8/2) ?

Por um lado, ndo ha diferenca entre sentido e denotacao para a escrita
4, como para todas resultantes da utilizagdo exclusiva de um sistema
numérico de posi¢ao de base n. E isso por uma razao muito simples, explicada
por Saussure: os signos ndo existem por si sd, mas apenas dentro de um
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sistema semidtico, no qual se opdem entre si, como valores de escolha para
significar ou designar. O sentido de um signo ¢ o seu valor de escolha. Assim,
a simples utiliza¢do de um digito, ou de varios digitos no sistema decimal,
denota, automaticamente, um numero, € nao ha substituicdo possivel, por
exemplo: para que os digitos 0, 1 e 6 possam alterar a sua denotagdo, ¢
necessario alterar o seu sentido e, para isso, a base do sistema precisa ser
alterada.

Por outro lado, a distingdo entre sentido e denotagao impde-se,
cognitiva e didaticamente, com o mais simples sintagma operatorio (2 + 2) ou
(2 x 2). Portanto, ndo ha necessidade de esperar-se pela introducao de escritos
fracionarios, como pensava Jean-Philippe, para que a consciéncia dessa
distingdo torne-se uma condi¢do necessaria a compreensdo dos escritos
simbdlicos. Caso contrario, cada vez que o segundo membro de uma

expressdo completa contenha apenas uma unidade elementar de sentido,
2x2 =4 2x= 4

__%

o simbolo sera automaticamente entendido como o resultado de um
calculo. E isso cria um obstaculo intransponivel ndo s6 para a compreensao
das letras como sendo variaveis, mas, sobretudo, para compreender-se que
uma equagao pode ter varias solugdes

A segunda observacdo diz respeito a equacao: equacionar os dados de
um problema é o teste, por exceléncia, para uma aquisicao significativa e util
de conhecimentos em algebra, pois, sem ela, os alunos ndo poderdo usar
equacOes para resolver problemas, mesmo aqueles de aplicacdo concreta de
uma formula. Recordemos aqui de que nos inquéritos PISA nem sequer isso
é exigido, mas apenas a utilizacdo de uma férmula dada no problema (Duval
e Pluvinage, 2016).

Contudo, equacionar os dados de um problema exige dos alunos a
consciéncia da necessidade de uma dupla designacdo do mesmo objeto. Em
outras palavras, € preciso “saber” escrever sozinho, e espontaneamente, duas
expressdes simbolicas com sentidos diferentes: uma letra sendo escolhida
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para designar um dos dados do problema, a segunda, um sintagma operatorio
construido com essa letra, para designar funcionalmente o outro dado do
problema. Equacionar os dados de um problema consiste em alterar o registo
de representacdo, no qual os dados sdo apresentados. O diagrama seguinte
mostra a complexidade das operacdes de conversdo cognitiva.

Figure 6. Esquema do mecanismo de conversdo de dados para o equacionamento
de dados de um problema

duas designagoes A e B

e do mesmo objeto T
dados A do dados B do
enunciado 5 enunciado
DUAS A mesma denotagdo
~ salva denotatione
EXPRESSOES Expressdo A Expressdao B
INCOMPLETAS 3)
M 2
UMA _
EXPRESSAO
COMPLETA
CALCULO ESCRITA d¢ === ==p 4 ==== REESCRITA de
COM UMA
EXPRESSAO expressao A mesma denotagdo expressao
COMPLETA completa salva veritate completa

As duas primeiras linhas correspondem ao equacionamento dos dados
de um problema e sdo marcadas por trés flechas numeradas. Mas a terceira
flecha vertical é completamente diferente das outras duas, pois pressupde a
tomada de consciéncia da distincdo de Frege. A Gltima linha refere-se ao
calculo, como sendo uma sequéncia de substituicbes entre expressoes
simbolicas escritas e que acontece em uma igualdade numérica, em uma
formula literal ou em uma equagao. O problema da enquete PISA “n/L = 140.
Se n = 70, quanto vale L?” (Duval e Pluvinage, 2016, p. 119-121). Essas
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substituicbes supdem também uma conscientiza¢do da distin¢do de Frege,
mas em um sentido puramente formal (as duas flechas pontilhadas). A
denotacdo concerne ao valor verdade da expressao completa. Portanto, é
essencial ndo confundir a equivaléncia salva denotatione e a equivaléncia
salva veritate, que pode ser uma identidade (ver 1.2).

E, claro, conscientizar ndo é conhecer, mas reconhecer. Ndo €
adquirir conhecimentos e savoir-faire, mas tornar-se capaz de tais aquisicoes.

2.3 ESCRITA E SEMIOTICA: OS SIGNOS PURAMENTE ESCRITOS
DA ALGEBRA AINDA SAO SIGNOS?

A autonomia semidtica dos signos, que foi imposta com a algebra, fez-
se ao preco de uma neutralizacdo completa da sua fungdo cognitiva de
evocacdo de algum outro. Essa neutralizagdo teve duas consequéncias
revolucionarias para o desenvolvimento da matematica: a supressao da
distingdo entre significante e significado e, igualmente, a supressdao do seu
valor de oposic¢do dentro de um sistema semiotico, 0 que ndo é o caso da
escrita de numeros (Duval, 2006, p. 82). Leibniz foi o primeiro a perceber a
novidade radical dai advinda para o pensamento matematico e para a forma
de trabalhar em matematica. Em um texto de 1684, portanto, pouco depois da
formacdo da escrita algébrica moderna, ele observa:

... Estou habituado a chamar este pensamento de cego ou simbodlico...; é
aquele que usamos em algebra e aritmética... (Leibniz, 1972, pp. 152-153).

Em outras palavras, 0s signos puramente escritos de algebra ainda o
seriam, no sentido de quando falamos de signos fora dos sistemas de escrita
de algebra e numeros? Para compreender essa questdo, é importante ndo
confundir trés tipos de escrita: a escrita significativa, a conceptual e a
simbolica.

Os escritos significantes sdo os signos alfabéticos, que transcrevem a
palavra, ou qualquer discurso em lingua natural (ver Figura 2). Tais escritos
requerem vocalizacdo, subvocalizacdo ou leitura mental, completa ou por
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amostragem, cuja velocidade varia consideravelmente de acordo com o tipo
de texto. O primeiro esquema de andlise semidtica desenvolvido pelos
estoicos, distinguindo o significante, o significado e o objeto denotado pelo
signo, aplica-se a linguagem natural e aos escritos alfabéticos. Foi esse 0
esquema imposto até Peirce. De outra maneira, a distin¢do entre o significante
e o significado de um signo é uma distincdo logico-linguistica, néo
matemaética (Duval, 2006, p. 93).

Os escritos conceituais sdo 0 que as palavras, simbolos ou diagramas
representam: o conhecimento de uma forma, mais ou menos, convencional.
Nesse caso, trata-se de um conceito que € significado de um signo, seja ele
uma palavra ou um simbolo. Em outras palavras, a aquisi¢cdo de conceitos é a
condicdo essencial para compreender-se 0 que esté escrito ou esquematizado.
J4 ndo basta ser capaz de ler, ou ter um bom dominio da lingua, para
compreender-se a escrita conceitual faz-se necesséario a compreensdo dos
conceitos e ndo apenas das palavras.

Na maioria dos estudos didaticos de &lgebra, os escritos algébricos sao
equiparados aos escritos conceituais que sdo mais econdmicos e seriam mais
simples. O uso do simbolismo matematico deve, entéo, estar subordinado ao
conhecimento matematico. Esse postulado teérico tem sido predominante ha
muito tempo na didatica e, mesmo, na didatica da algebra. G. Vergnaud
formulou-o perfeitamente na conclusdo do seu artigo “Les champs
conceptuels”:

Em concluséo, vou limitar-me a seguinte tese: 0 simbolismo matematico néo
é uma condicdo necessaria nem suficiente para a conceitualizacdo, mas
contribui para essa conceitualizagdo, especialmente para a transformacao de
categorias do pensamento matematico em objetos matematicos. A
linguagem natural é o meio essencial de representacao e identificagdo das
categorias matemadticas, mas ndo possui, tanto quanto os diagramas,
férmulas e equagdes, o laconismo indispensavel para a selecdo e
processamento das informacgdes e relagBes relevantes. Essa énfase no
simbolismo n&o impede que, em Ultima andlise, seja a acao do sujeito, que
constitui a fonte e o critério de conceitualizagao (Vergnaud, 1990, p. 166).

Os escritos simbolicos sdo aqueles que utilizam apenas ndmeros,
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letras, simbolos de operagdo, de relagdo e de quantificacdo. Em outras
palavras, sdo apenas caracteres, que se distinguem, ndo mais do que, pelas
suas formas e regras de agrupamentos. A sua funcdo ndo € cognitiva, mas
puramente operatoria. As sequéncias formadas possibilitam que expressoes
sejam substituidas por outras, sem que se leve em conta o seu significado, o
sentido, a denotacdo nem mesmo a mobilizagdo de propriedades
matematicas. Foi o que David Hilbert explicou no texto o qual expbe o
problema da decidibilidade em aritmética, um problema que levou Turing a
imaginar uma maquina semidtica autbnoma para efetuar célculos e
desenvolver a nogéo de programacao:

Para que o raciocinio ldgico seja seguro, os objetos discretos e extralogicos
devem ser dados como experiéncia imediata para cada pensamento... a sua
apresentacdo, diferenciacdo e sequéncia devem ser acessiveis em uma
intuicdo imediata... Quando adoto esse ponto de vista, 0s objetos da teoria
dos nameros sdo, eles mesmos, signos, cuja configuracdo pode ser
reconhecida por nos de uma forma geral e certa... Sobre isto repousa a
solida posicéo filosofica, que considero indispensavel & base da matematica
pura, bem como, a todo o pensamento cientifico, compreensdo e
comunicagao: no principio é o signo (Hilbert, 1922).

Em outros termos, com os escritos simbolicos, os signos podem-se
reduzir aos objetos, ou seja, a forma de um caractere ou uma sequéncia deles,
que sdo utilizados independentemente do que possam vir a significar, a fim
de manter-se apenas o seu poder de calculo.

A dificuldade com a qual Jean-Philippe deparou-se no proprio
trabalho foi a de ter analisado os escritos algébricos, como se pudessem ser
simultaneamente escritos operatdrios e escritos conceituais, sem sequer
excluir a possibilidade de que pudessem ser escritos significantes também.

Obviamente, essa dificuldade ndo é exclusiva do trabalho de Jean-
Philippe. Encontra-se em quase todas as investigacOes didaticas sobre o
ensino da éalgebra elementar no EF-2. Todos os escritos simbdlicos,
aritméticos ou algébricos sdo introduzidos como escritos conceituais. E todas
as teorias semidticas, utilizadas na analise, sdo teorias generalistas dos
signos, que ndo levam realmente em conta a ruptura entre a linguagem falada
e a escrita, entre 0s conhecimentos matematicos e outros tipos de
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conhecimentos, entre o que esta sob um suporte de comunicagao e o que esta
sob um sistema de tratamento. Com todas as teorias globalizantes da nocéo
de signo, torna-se impossivel intentar e levar em conta a especificidade da
escrita simbolica algébrica em relacdo aos outros dois tipos de escrita, bem
como a sua irredutibilidade a outros registos de representacao semiotica.

Enfim, as unidades elementares de sentido como os nimeros, letras e
simbolos de operacdes, normalmente chamadas de “signos”, tém uma
caracteristica primordial, qual seja A SUA OCORRENCIA, isto &, 0 nimero de
vezes que aparecem numa expressao completa. As ocorréncias de uma letra,
ou seja, 0 seu numero e o seu lugar em expressdes algébricas, constituem a
base do calculo algébrico. A simplificacdo dos sintagmas operatorios, que
podem ser mais ou menos complexos, baseia-se na reducdo do nimero de
ocorréncias de uma das trés unidades elementares de sentido que as
compdem. Do mesmo modo, a resolucdo de uma equacdo exige O
deslocamento de certas unidades de sentido de um membro para outro, a fim
de separar as frases operacionais que incluem letras e as que sdo puramente
numéricas (Duval e Pluvinage, 2016, p. 148-150). O calculo algébrico e a
resolucdo de equacdes baseiam-se, fundamentalmente, no reconhecimento
visual das ocorréncias de letras e na forma dos seus arranjos em sintagmas
operacionais. O célculo algébrico é “formal” no sentido visual do termo. Mas,
é claro, isso exige que se possa reconhecer rapidamente os diferentes tipos de
unidades de sentido que constituem uma expressao simbolica completa. Esse
processo pode, sem duvida, ser reduzido para a resolucdo de equacgdes de
primeiro grau e torna-se central para a resolucdo de equacGes do segundo
grau. O obstaculo sera maior ainda para aqueles alunos que, na aprendizagem
da algebra elementar, ndo foram introduzidos com exercicios de resolucdo de
igualdades com elemento vago a ser completado (Duval, 2015, pp. 62 - 67).

A diferenca entre calculo numérico e algébrico ndo esta na utilizacdo
de uma letra, se da pelo fato de que o resultado do calculo numérico acaba
sempre em um nome proprio de nimero e ndo somente em outro sintagma
operacional, o qual pode ser sempre reduzido a um nome préprio de nimero.
Por sua vez, esse nome é a escrita de um ndmero resultante da mera
mobilizacdo de um sistema de numeragdo (3, 14, 144,). Assim, pode-se
reconhecer se dois escritos numéricos diferentes (2+4) e (2 x 3) tém 0 mesmo
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nome proprio ou se s&o 0s mesmos signos encontrados, segundo o critério de
Hilbert. A mesma ideia aplica-se a resolucdo de equagdes do primeiro grau,
o resultado é verificavel porque se trata de um nome proprio e a letra utilizada
possui (ou as letras possuem) um estatuto de incognita.

Aquilo a que Jean-Philippe chamou “escritos simbolicos algébricos”
abrange toda a gama de escritos simbolicos que permitem a utilizacdo de
algoritmos, engloba desde o calculo com nameros inteiros até a resolucéo de
equac0es, passando pelo célculo com casas decimais e, na sequéncia, com
fragbes racionais. As ESA constituem um continuum que sé pode ser
percebido e estudado ao nivel do curriculo de ensino de matematica comum
aos alunos do EF-1 ao EF-2. Esse continuum é completamente obscurecido
em nivel local pela organizacdo de sequéncias didaticas, ou seja, sequéncias
de algumas semanas de duracdo, cujo objetivo de aquisicdo € um contetido
matematico local, que é apenas um dos multiplos componentes de um
conhecimento mais global, objetivo final de aquisi¢do de um ciclo de trés ou
quatro anos de ensino! Nesse continuum, o limiar decisivo para entrar na
algebra ndo € a introducéo das letras, ou a generalizacdo que elas propiciam,
mas a consciéncia da diferenca entre a denotacdo das expressdes simbolicas
e 0 seu sentido. Essa conscientizacdo deve ter um lugar muito antes da
introdugdo das letras. As dificuldades que os alunos enfrentam, na
aprendizagem da algebra elementar, sdo apenas a sindrome da auséncia total
dessa consciéncia.

A segunda contribuicdo da obra de Jean-Philippe é, portanto,
considerar 0s “escritos simbdlicos algébricos” como um todo. Igualmente,
todos estéo sujeitos a0 mesmo conjunto de regras de formacdo na semantica
fregeana. Para designar esse conjunto, falamos de regras de um “continuum”.
Jean-Philippe, por seu lado, retomou o termo “registro”, especificando
“registro algebrico”. Neste sentido, s6 podemos concordar. Pois, ao retomar
esse termo, ele enfatiza o fato de que todas as expressdes simbolicas devem
ser consideradas por si mesmas e que sdo radicalmente diferentes da lingua
materna utilizada para as interag0es verbais em sala de aula. Se a escrita
simbolica é uma linguagem, é mais estrangeira do que as linguas estrangeiras,
que os alunos tém de aprender a falar. Apesar disso, existe ainda a crenga,
apenas do ponto de vista matematico, de que os escritos simbolicos seriam
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mais simples e rapidos de aprender! Pois bem, teremos de ouvir Jean-
Philippe, que nunca deixou de afirmar o contrario.

*

* k%

Como fazer as pessoas reconhecerem, a primeira vista, as diferentes
unidades de sentido embutidas em uma expressdo simbdlica e como torna-las
conscientes da diferencga entre os sentidos de uma expressdo simbdlica e o
que ela denota? Jean-Philippe salientou a natureza crucial dessa questdo para
a compreensdo e aprendizagem da algebra, também tinha notado que as
teorias didaticas ao priorizarem o ponto de vista dos professores e o conteido
matematico a ser ensinado, ndo apresentam resposta nenhuma a essa questao.
O trabalho de Jean-Philippe também ndo Ihe permitiu progredir mais nesse
assunto e esse € o limite do problema da sua investigacdo. Qual a razéo disso?

Essa questdo, da compreensdo e da aprendizagem do registro de
escritos simbolicos, requer uma abordagem cognitiva em termos de registros,
uma vez que a regra de ouro de tal analise assevera que um registro s6 pode
ser analisado com base nas variagbes de outro. Em outras palavras, para
analisar o registro de escritos simbolicos, é preciso considerar varios pares de
registros, dentro dos quais as conversdes diretas e as conversdes inversas
devem ser estudadas, em primeiro lugar, entre si:

- (Escritos simbdlicos e linguagem natural),

- (Escritos simbolicos e gréaficos cartesianos),
- (Escritos simbdlicos e esquemas),

- (Escritos simbdlicos e tabelas),

- (Linguagem natural e tabelas).

A problemaética de Jean-Philippe permanece, fundamentalmente, uma
problematica monorregistro e isso constitui o interesse e 0 aporte, uma vez
que contribui para destacar a complexidade do funcionamento e da
mobilizacdo dos “Escritos Simbolicos Algébricos” em alunos do EF-2.
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A escrita, e ndo apenas a linguagem e a fala, tem sido o patamar
decisivo na evolucdo da humanidade. O nascimento da escrita ndo s6 marca
0 inicio da historia, como permitiu o desenvolvimento do conhecimento e, em
particular, da matematica. Isso destaca um ponto fundamental caracteristico
da atividade matematica: ndo se pode fazer matematica sem primeiro
escrever. A matematica € escrita. Nao se pode realmente dizer... sem
escrever, ou rabiscar alguma coisa. A escrita € um dos fatores primordiais
do desenvolvimento cognitivo do pensamento, porque permite uma
objetivacdo que se torna impossivel com o imediatismo do que se diz, e do
que se quer dizer com a palavra (Duval, 2000).

Os escritos simbdlicos algébricos sao radicalmente diferentes de todos
0s escritos, cuja funcdo principal € codificar visualmente a fala, fixa-la para
apresentar o pleno desenvolvimento da sua expressdo. Mesmo que as
equagBes remontem aos babildnios®, s6 apareceram muito tarde® e sé foram
constituidas ha menos de dois séculos, desde Cardan e Viete, até Descartes e
Leibniz.

Os escritos alfabéticos sdo imediatamente alternaveis com a fala para
qguem aprendeu a ler, assim como, obviamente, a fala pode ser imediatamente
transcrita para quem aprendeu a escrever. No entanto, do ponto de vista dos
atos de expressdo propriamente ditos, falar e escrever ndo sdo atividades
passiveis de mudanca, porque quando se passa da palavra para a escrita, a
relacdo com a lingua muda. Por um lado, as operacdes discursivas de
designacdo a serem feitas sdo mais complexas quando se trata de escrevé-las
do que, simplesmente, de fala-las. Por outro lado, o foco é parcialmente
deslocado das palavras ou frases nominais para as unidades superiores de
sentido, que sdo as equagdes e proposicoes. Por isso, a escrita cumpre funcoes

% A histéria comeca na Mesopotamia. Catalogo da exposicdo no Museu do Louvre-Lente,
Nov/2016-Jan/2017. A exposicdo inclui reproducbes de dois prismas gravados na escrita
cuneiforme do periodo 1749-1712 a.C. Para um, as faces correspondem a tabelas numéricas
e metroldgicas, e para o outro, a oito problemas relacionados com retangulos e tijolos (n.%
261 e 262, pp. 240-241). As primeiras pastilhas escritas em argila cuneiforme datam de 3300-
3000 d.C., (Fig. 66, p. 217).

10 F, Pluvinage, que acaba de nos deixar, chamou a atengdo para a coincidéncia entre o
aparecimento dos escritos simbdlicos e o desenvolvimento da impressdo, que impds a
padronizacdo de caracteres (Duval & Pluvinage, 2016, p. 130).



49

de distanciamento, objetivacdo, controle e, finalmente, consciéncia de que a
fala e as interacGes verbais ndo podem ser realizadas. Escrever estrutura o
pensamento. Nao é falando que se aprende a escrever.

Os escritos simbolicos, numéricos ou algebricos (ESA) sdo
operatdrios e puramente operacionais. Isso significa que a sua Unica funcéo é
permitir operacdes algoritmizaveis de substituicio de expressdes simbolicas
por outras expressdes simbolicas, de acordo com as ocorréncias dos signos
que as compBem. Isso implica, naturalmente, termos um sistema de
numeracdo que funciona como um sistema semidtico, no sentido de Saussure.
E por isso que n&o se pode, de forma alguma, trocar os escritos simbélicos
pela fala, uma vez que essas operacOes de substituicdo ndo sdo possiveis com
a utilizacdo, mesmo que apenas mental, de uma linguagem natural. E,
inversamente, as operacOes de associacdo de palavras e ideias, que
constituem o poder da linguagem natural, ndo sdo possiveis com 0s escritos
simbolicos.

A linguagem natural e os escritos simbdlicos sdo dois registros de
representacdo semidtica irredutiveis entre si. De um ponto de vista
matematico, o registro de escritos simbdlicos tornou-se o registro por
exceléncia da matematica. Mas de um ponto de vista didatico, hd uma dupla
tarefa a ser feita: sobre as operacdes de designacdo especificas de cada um
desses dois registros e sobre a ndo-congruéncia das conversdes na passagem
de um a outro.

Contra 0 uso equivocado da palavra “linguagem” na didatica, Jean-
Philippe salientou a autonomia e o poder incomparavel da escrita em relacdo
a fala.

PERSPECTIVAS

O ensino e aprendizagem da algebra elementar no EF-2 é organizado
de acordo com uma progressao de (re)-“constru¢do” da analise matematico-
regressiva discutida na inicio desse texto. A analise semio-cognitiva dos
escritos simbdlicos foge completamente desse quadro, significa analisar as
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necessidades e as dificuldades de aprendizagem da &lgebra antes de organizar
0 seu ensino. Por um lado, o seu objetivo é sensibilizar, tanto para as
operacdes discursivas especificas da linguagem natural, como para os escritos
simbolicos, e por outro, quebrar a parede de vidro que os separa. Esses
excertos foram feitos para que os préprios professores possam apropriar-se
desse instrumento analitico, a fim de apreender as causas profundas dos
bloqueios dos alunos e desenvolver atividades, cujo objetivo seja a tomada de
consciéncia por parte dos alunos. Sera isso possivel? E quais tarefas devem
ser desenvolvidas para atingir esse objetivo desde os primeiros anos do EF-2,
ou pelo menos, ao final do segundo ano, para 80% dos alunos? Na realidade,
esses objetivos s6 podem ser plenamente atingidos se forem perseguidos, pela
primeira vez, durante os dois primeiros anos do EF-2. Isso implica dizer que,
devem ser explicitamente integrados na organizacdo dos programas! uma
vez que dizem respeito ao lado oculto da atividade matematica e ndo ao lado
exposto.

Voltemos agora as diferencas de abordagem entre a analise dos
escritos simbolicos algébricos, de Jean-Philippe, e a analise do
funcionamento semio-cognitivo que esses escritos pressupdem. Em primeiro
lugar, o verdadeiro ponto de encontro dessas duas abordagens é o papel
crucial que nelas desempenha a distingdo entre sentido e denotacéo, feita por
Frege. A divergéncia se da pelo fato de que a abordagem de Jean-Philippe é
unilateral. Além disso, trata apenas de escritos algébricos, sem considerar,
também, o funcionamento especifico da linguagem natural e nem a questdo
da sua coordenacdo cognitiva. Essa divergéncia é evidenciada pela sua
escolha da palavra “implicito” em detrimento da expressdo “ilusdo de
transparéncia”. De uma problematica, centrada em um problema crucial de
aprendizagem de algebra, passamos a um problema de algoritmizacdo da
escrita algébrica para fins de ensino. Pode-se dizer dos algoritmos, ao menos
durante o periodo de formacéo inicial dos jovens estudantes, 0 mesmo que
Leibniz ja dizia sobre os signos? O ensino da algebra obriga-nos a fazer essa
questéo.
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CAPITULO I

O caso Jonathan
O complexo de algebra

Le cas Jonathan

Le complexe de [’algebre*

Jean-Claude Rauscher
Trad. Méricles Thadeu Moretti

"Eles sdo malucos em matematica. Eles ndo sabem o que querem”...
Jonathan

RESUMO
Este estudo apresenta 0 acompanhamento realizado durante trés anos, que vai
do quatriéme? ao seconde, de um aluno com muitos problemas de
aprendizagem em éalgebra. O jovem confundia os escritos de expressdes
numéricas e algébricas, assim como todos os termos que designavam
operacdes de calculo a serem feitas. Inicialmente, o acompanhamento
consistiu em ajuda-lo nos deveres escolares que tratavam de trés categorias
de atividades matematicas: transformacdo de expressdes algébricas,
resolucdo de equacdo, equacionamento® dos dados de um problema para

! Dans I'Annexe 2 la version originale en frangais.

2 N. do tradutor. O ensino basico francés obrigatério é composto de 12 anos: 5 anos
do nivel de ensino primaire (école élémentaire) (6 a 10 anos de idade) (CP, CE1,
CE2, CM1, CM2); 4 anos do collége (11 e 14 anos de idade) (sixiéme, cinquiéme,
quatriéme, troisieme) e; 3 anos do lycée (15 a 17 anos de idade) (seconde, premier,
terminale). A denominacéo utilizada pelo autor sera mantida.

% N. do tradutor. Usaremos o termo “equacionamento” para o termo francés mise en
équation, cujo significado é transformar em equacdo elementos matematicos que
constam na formulagdo em lingua natural de um dado problema para, em seguida,
obter-lhe a solucéo.
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resolvé-lo. Essas trés categorias pareciam-lhe sem relacdo. Para ajuda-lo na
aprendizagem, foi necessario inventar atividades que tratavam de
substituicdes das escritas de expressdes no calculo algébrico, no calculo com
nUmeros e na articulagdo da linguagem com as escritas correspondentes. I1sso
promoveu-lhe uma grande mudanca de atitude e foi, desse modo, possivel
comecar a fazé-lo compreender o equacionamento de um problema e a sua
resolucdo. O objetivo deste estudo clinico é, por um lado, ouvir a voz de um
aluno face as atividades e as tarefas algébricas propostas em sala de aula e,
por outro lado, evidenciar a complexidade semio-cognitiva dessas atividades
e tarefas. Para tanto, escrevo a evolugdo de Jonathan abordando os pontos
seguintes: andlise semio-cognitiva de atividades em algebra, as
transformacbes de expressdes algébricas, resolucdo de equacdo, 0
equacionamento de dados do enunciado de um problema, analise
retrospectiva da analise do equacionamento de um problema e 0s primeiros
passos em algebra feitos por Jonathan. Finalizo com uma perspectiva que a
evolugéo de Jonathan pode trazer aos professores na maneira de como fazer
com que os alunos entrem na compreensdo da algebra e a utilizacdo de
equacoes.

O CONTEXTO

Tudo comegou, fortuitamente, em janeiro de 2016, Jonathan era um
estudante com dificuldades escolares, especialmente em matematica. Eu o
conheci através dos seus pais quando ele cursava o quatrieme (ver nota de
rodapé 2) e me ofereci para acompanha-lo nos estudos escolares de uma
forma flexivel (é claro, ndo remunerada). E eles aceitaram. O pedido inicial
dos pais era que ele tivesse “ao menos a nota minima de aprovagao”.

Jonathan, por outro lado, reclamava com muita veeméncia que nédo
gostava dessa disciplina e que ndo percebia a serventia dela. Nao obstante, ele
era um aluno “aplicado”. No inicio da nossa caminhada, ele disse-me vérias
vezes que aceitava esse trabalho de acompanhamento na esperanca de ndo ser
notado negativamente pelos seus professores e de obter notas que agradassem
aos seus pais. Foi assim que me reuni regularmente, semana apds semana, em
periodos escolares e, por vezes durante as ferias, com Jonathan. E, na
oportunidade, ndo imagindvamos gque 0S encontros ocorreriam por trés anos:
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de janeiro a junho de 2016, quando o jovem estava no quatrieme. Depois, em
2016/2017, no troisieme, ao final do qual obteve o “Dipléme National du
Brevet”. Tinha, entdo, o desejo de fazer uma aprendizagem nos oficios da
pintura, mas foi-lhe recusada por ser demasiado jovem. Ele ndo queria repetir
também o trosieme, conforme era o desejo de seus pais, para que pudesse se
preparar melhor para o que vinha pela frente. Finalmente, em 2017/2018, no
second de uma escola secundéria profissional, na se¢do “colaborador de
arquiteto”, depois de um curso dito de imersdo®, foi aceito, em abril, em uma
secdo de preparacdo para as profissdes de pintura, um tipo de formacédo que
correspondia bem ao seu desejo.

Isso foi para mim uma verdadeira aventura, pude observar a
profundidade das dificuldades que Jonathan enfrentava quando da abordagem
da algebra elementar. Acima de tudo, pude ver que, més apds més, ano apos
ano, nada tinha mudado realmente para Jonathan. As mesmas dificuldades
profundas reapareciam, quaisquer que fossem as atividades ou tarefas
matematicas propostas em sala de aula. E isso levou-me, gradualmente, a
desenvolver atividades e tarefas muito diferentes para o estudante na
esperanca de que o ajudasse a superar aquele primeiro limiar invisivel que
torna a algebra incompreensivel para muito mais alunos do que se pode
imaginar. E para Jonathan isso foi um processo muito lento na
conscientizacdo do modo de trabalhar com os escritos simbdlicos. A evolucéo
do desenvolvimento de nossas reunifes € 0 que provocaram € 0 gque vou
apresentar neste trabalho.

1 O DESENROLAR DOS ENCONTROS

Em geral, quer seja frente a frente ou lado a lado no convivio, o
trabalho foi feito, prioritariamente, conforme os “deveres escolares” do
estudante, muitas vezes de urgéncia, como: um trabalho de casa, exercicios

4 N. do tradutor: é um diploma que é conferido ao aluno ap6s a aprovagdo no Gltimo
ano do collége (troisiéme) e de uma prova bem sucedida.

5 N. do tradutor: é um estagio onde o0 aluno ndo vai a escola por uma semana ou duas,
mas vai trabalhar para um arteséo profissional.
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no livro de teste ou na preparacdo para uma avaliacéo etc.

J& no comeco, percebi que o caminho seria enorme, pareceu-me até
assustador. Pude observar, de imediato, que Jonathan estava completamente
sem ac¢do nos célculos com nameros inteiros. Essas dificuldades inibiam-no
nas tarefas matematicas propostas em sala de aula. Desde o inicio e, por vezes,
durante as férias escolares, propus a Jonathan tarefas no conjunto dos inteiros,
tarefas que eram independentes das solicitadas nas aulas. Confiando em mim,
ele estava feliz por fazé-las. Mais tarde, como era de se esperar, essas
atividades paralelas também se aplicavam ao dominio da algebra. Jonathan
viu-se, assim, confrontado com duas fontes de atividades ou tarefas: as
encontradas na escola, que o preocupavam principalmente; e aquelas
inventadas por mim a medida que nos encontrdvamos, observagdes e minhas
andlises. Foi assim que se instalou e se desenvolveu o acompanhamento de
Jonathan desde o quatriéme até o final do seconde profissional no lycée (ver
a nota 2 de rodapé).

A necessidade de registrar as observacfes apds cada sessdo de
trabalho para poder bem acompanhar o estudante impds-se. A partir destas
notas relatarei a trajetéria do jovem ao longo de quase trés anos. Foi
necessario voltar as dificuldades encontradas e ndo ultrapassadas, nas
atividades numeéricas, no calculo com nimeros negativos e depois com 0s
escritos algébricos. Evidentemente, tarefas especificas seriam necessarias
para ajudarem-me a compreender as razoes que levavam o rapaz a bloqueios
e confusdes, bem como permitissem-lhe compreender as tarefas matematicas
exigidas em aula. Essas anotac¢Oes permitem-me hoje descrever a evolugéo de
Jonathan na sua aprendizagem matematica, compreendendo-se tal evolucédo
pela relacdo de confianca estabelecida e afirmada entre n6s, numa mudanca
gradual de atitude, baseada em, primeiro lugar, “resistir” e, segundo, aceitar
as inovagoes propostas, interessando-se por elas; algo que, ao fim, permitiu-
Ihe acessar verdadeiras atividades matematicas.

A primeira etapa (janeiro de 2016 a junho de 2017 nas séries do
quatrieme e troisieme) foi aquela em que, com paciéncia, tentei devolver a
confianca a Jonathan, acompanhando-o no percurso escolar prescrito por seus
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professores. Foi o periodo no qual, apesar da sua boa vontade aparente, o
jovem mostrou-se, a0 mesmo tempo, relutante e ansioso. Naquele periodo, o
estudante encontrava pretexto em tudo para fugir do trabalho (em um SMS
de algum de seus colegas de turma, na ida ao toalete etc.). Foi, também, uma
época em que eu estava bastante perdido, tendo em vista as suas dificuldades,
mas ndo deixou de ser um periodo precioso e fundamental, uma vez que, com
0 recuo necessario, permitiu-me analisar o que ndo ia bem nas nossas trocas
e, assim, elaborar e apresentar novas tarefas extracurriculares. Além disso, foi
um momento inestimével para compreender como se ensina &lgebra a uma
grande parte dos alunos, comecar a olhar o ensino da algebra no collége de
uma forma diferente e considerar atividades que levem, de fato, os alunos a
compreensdo e utilizacdo da algebra. A segunda fase é o ultimo ano (de
setembro de 2017 a junho de 2018, seconde em lycée profissional). Na
verdade, essa etapa comegou com a minha leitura do artigo de Duval e
Pluvinage (2016) o qual deu origem a trocas sobre o que eu ja tinha observado
e tentado fazer durante os dois primeiros anos. Desde entdo, pude, em
consulta com eles, propor e testar novas tarefas para Jonathan. As propostas
inovadoras poderiam ser testadas e modificadas de acordo com as reacoes do
estudante. Foi durante esse periodo que a atitude do aluno em relacdo a
aprendizagem mudou realmente para melhor. As suas taticas dilatorias em
relacdo aos trabalhos de casa tornaram-se raras e quase desapareceram, dando
lugar a um entusiasmo, moderado é verdade, mas real nas suas manifestacdes.

2 JANO COMECO, OS MAL-ENTENDIDOS E BLOQUEIOS COM O
CALCULO COM NUMEROS

Jonathan ficava completamente travado com o calculo com nimeros
inteiros. Tinha até mesmo dificuldades com a adicdo, subtracdo e
multiplicacdo de nimeros inteiros com apenas um unico digito. Quando Ihe
pedia para calcular 4 x 6 sem a calculadora, ele jogava o jogo da adivinhagdo
a espera da minha aprovacg&o. Para subtragdes de nimeros com dois digitos,
0 estudante utilizava a calculadora ou realizava a operagdo subtraindo em
cada coluna o menor do maior digito: “43 - 17= 34”. A escrita de nimeros
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inteiros parecia-lhe apenas uma justaposicdo de dois digitos, uma vez que
ndo estava ciente do principio da escrita posicional de base 10. Isso 0 impedia,
obviamente, de fazer a operacdo mentalmente (ou mesmo, com um suporte
material) de adi¢cGes simples como 17 + 23. E quando se tratava de calcular
54 — 41, sem a utilizacdo da calculadora ou operacéo armada (em que 41 é
colocado sob 54 com um trago), e que eu propunha questionando a diferenca
entre 41 e 54: “41 + ? = 547, ele permanecia com ares de duvida.

A disting@o entre “expressoes incompletas” (54 — 41 ou 24 :8) e
“expressdes completas” (41 + ? =54 ou 41 + 13 = 54) (Duval, 2019, p. 107)
permite-nos compreender por que razdo essas operagcdes numericas tém, de
alguma forma, o mesmo funcionamento que os escritos literais utilizados em
férmulas ou nos escritos simbdlicos da algebra elementar: baseia-se no fato
de que duas expressdes equivalentes poderem ser substituidas uma pela outra.
Para Jonathan, nao havia nenhuma relagdo entre “54 - 41 =7?"¢ “41 + 7 =
54”, eram expressdes totalmente diferentes, pois ele ndo tinha ideia da
equivaléncia das duas proposicdes, em que uma das quais poderia ser obtida
a partir da outra, apenas passando um termo de um membro para o outro de
igualdade numérica. Ele, também, enfrentava essas mesmas dificuldades com
multiplicagdes ¢ divisdes: “8 x ? = 24 ¢ 24 + 8 = ?”. No entanto, a
possibilidade de considerar esse tipo de substituicdo esta na base de qualquer
atividade do calculo.

Jonathan ja apresentava dificuldades no ensino primaire, razdo a mais
para que apresentasse dificuldades crescentes em nog¢des sobre nimeros com
0s quais se deparava no collége: confusdo entre o quadrado e o dobro de um
inteiro, decomposicdo de inteiros em produtos de inteiros para simplificar
fracdes, para facilitar os calculos ou para realizar linhas de calculos onde as
operacdes +, x e parénteses aparecem misturadas. Por exemplo, confundia 3
+2 x5e (3 +2) x5, efetuando uma sequéncia de operacdes que, em ambos
0s casos, correspondia a uma leitura da esquerda para a direita, como em uma
leitura de uma frase. Outro bloqueio, igualmente crucial, dizia respeito aos
termos matematicos que descrevem calculos numéricos complexos, escritos
sequencialmente em uma linha: “soma”, “diferenga”, “produto”. Para
Jonathan, ndo havia articulacdo ou coordenagédo entre essas palavras que
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descrevem operacdes frequentemente referidas por verbos, como “adicionar”,
“subtrair”, “multiplicar” e os simbolos das opera¢fes para 0S numeros
inteiros.

Todas essas dificuldades no @mbito dos escritos e célculos aritméticos
pareciam dificultar a sua entrada no mundo dos escritos e dos calculos
algébricos onde encontram-se o mesmo funcionamento de substitui¢fes entre
expressdes completas e incompletas.

Assim, propus tarefas que implicavam em substituicdes de expressdes
no calculo numérico, na articulacdo da linguagem e da escrita numérica:
tabelas multiplicativas ou aditivas a serem completadas, designacdo verbal
qualificando listas do dobro ou do quadrado de nimeros inteiros etc. Pouco a
pouco, Jonathan progredia no campo numérico. Ao retomar os deveres de
aula, a referéncia a essas tarefas diferenciadas permitia-lhe ultrapassar certos
percalcos no campo dos célculos e de sua formulagdo. Por exemplo, as vezes,
para desbloqueé-lo, eu fazia com que ele recitasse a tabela do quadrado e do
dobro.

3 ANALISE SEMIO-COGNITIVA DAS ATIVIDADES EM ALGEBRA

Regularmente, Jonathan confrontava-se em sala aula com tarefas as
quais se deparava com expressdes simbdlicas que misturavam letras
desprovidas de sentido, nimeros e simbolos de operaces e relacbes. Os seus
deveres de casa e cadernos de apontamentos cobriam trés areas de tarefas
matematicas e pareciam-lhe ndo estar relacionadas. Essas areas foram feitas
com o0 objetivo de ensino visando a aquisicdo das equagdes, como
instrumento de resolucdo de problemas, ao final do troisieme. Em um
primeiro momento, eu deixava-o exausto com tantos exercicios de
transformac&o de expressoes algébricas; para formular as instrugoes, utilizava
o vocabuldrio das operagdes de dalgebra elementar (“fatoragdo”,
“desenvolvimento”, “reducdo”) e o das operagdes aritméticas (“‘soma”,
“produto”). O segundo momento consistia em exercicios de resolucdes
formais de equacdes e, o terceiro momento, de resolucdo de problemas
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“concretos” por meio da algebra, em que uma equacdo é contextualizada em
uma situacdo familiar. Por conseguinte, a linguagem natural fora utilizada
para descrever essa situacdo e os dados necessarios para resolver o problema
concreto, mediante resolucdo de uma equacdo. A tarefa solicitada ao aluno &,
entdo, equacionar os dados do problema, ou seja, encontrar a equacdo que
estrutura matematicamente o enunciado do problema.

Seguiremos essas areas de tarefas para analisar o comportamento de
Jonathan quando confrontado com os seus trabalhos de casa. Veremos que
lancando-o em trés momentos de atividades de matematica que lhe pareciam
sem relacéo, tentava valentemente sobreviver a sua maneira, agarrando-se o
melhor que podia nos recortes que havia retido, a0 menos, nos momentos em
que ndo estava tdo desanimado. As suas reacdes revelaram muitos mal-
entendidos e confusdes acerca das tarefas matematicas. Para compreendé-las,
sera preciso primeiro fazer-se trés questdes:

1) O vocabulario das operagdes aritméticas e o das operacGes algébricas
elementares faz sentido para os alunos? Ou, dito de uma forma mais
precisa, e, sobretudo, mais facil de ser controlada pelo professor e pelo
préprio aluno: podem eles, de modo quasi-reflexo, passar de um desses
termos matematicos a escrita de uma expressdo numérica incompleta (3 -
2), ou uma expressdo literal incompleta (4a + 2), e inversamente?

2. Esse € 0 mesmo trabalho que se pede ao aluno em uma resolucgédo formal
de uma equacdo e no equacionamento de um problema?

3. Por que a resolucéo de problemas concretos ndo permite reconhecer em
uma situacdo real, fora de um contexto muito local de treinamento, a
possibilidade de utilizar uma equacdo ou uma formula? Essa questdo
também pode ser feita para os alunos com “sucesso” nesses tipos de
exercicios.

A resposta a essas trés perguntas desagua em uma exigéncia
incontorndvel. Para adquirir conhecimentos matematicos, ou seja, para
aprender matematica e ser capaz de utilizar tais conhecimentos, € necessario,
em primeiro lugar, CONSCIENIZAR-SE da maneira como se trabalha para



61

fazer matematica. Porque a forma de fazé-la (explica-la, raciocina-la, vé-la
etc.) é totalmente diferente da forma de trabalhar-se em outros campos do
conhecimento, pois consiste em um funcionamento semio-cognitivo
subjacente as abordagens propriamente matematicas. Os registros de
representacdes semioticas sdo a ferramenta que permite analisar esse
funcionamento cognitivo, e essa analise € decisiva para saber como
conscientizar-se do modo como trabalhar, no presente caso, em algebra.

As minhas observacdes e analises serdo concernentes, portanto, ao
comportamento de Jonathan em:

- Atividades algébricas formais de transformacdo de expressdes
algébricas;

- Resolucgdo de equacao;
- Atividades de equacionamento para resolver problemas.

Veremos, enfim, que de um ponto de vista semio-cognitivo, resolver
uma equacao e equacionar os dados do enunciado de um problema, para o
resolvé-lo, sdo atividades radicalmente diferentes e que devem ser bem
diferenciadas uma da outra.

4 JONATHAN E AS TRANSFORMAGCOES DAS EXPRESSOES
ALGEBRICAS

Em contrapartida as expressdes denominadas completas (equacdes,
desigualdades, férmulas), que se articulam em torno de um simbolo de
relagdo (=, < etc...), susceptiveis de serem verdadeiras ou ndo (Duval,
Pluvinage, 2016, p. 124), consideraremos, aqui, as expressoes algébricas que
podem ser chamadas de incompletas, como por exemplo 3(x + 7), 3x + 21 ou
ainda (x + 5)(x - 3). Em aula, Jonathan teve que aprender como desenvolver,
reduzir ou fatorar tais expressdes, ou seja, como substituir expressoes
incompletas por outras expressdes semanticamente equivalentes. Por

exemplo, substituir 3x + 21 por 3(x + 7), duas expressdes que ndo utilizam os
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mesmos numeros e simbolos operacionais, mas que sdo equivalentes. A
substituicdo de uma expressdo incompleta por outra semanticamente
equivalente €, geralmente, uma primeira operacdo a ser feita para resolver
uma equacao. Por exemplo, dependendo do caso, “desenvolve-se” ou, ao
contrario, “fatora-se” uma expressao incompleta que aparece em um membro
da equacdo. Mas para Jonathan, em sala de aula, essas transformacGes
pareciam-lhe algo isolado, as quais ndo via sentido e causavam-lhe grandes
dificuldades. E a mim repetia:

“Pra que serve isso?”

Em momentos de desanimo para fazer os seus trabalhos de casa, ou
preparar avaliacdes cujo objetivo era rever o que tinha sido feito na aula,
Jonathan, sob a minha vigilancia e com a minha orientagdo, realizava
transformacbes de expressdes algébricas, por vezes corretas, muitas vezes
falsas, confundindo fatoragéo, desenvolvimento e redugéo...

“E a mesma coisa né?”’

Para poder prosseguir nos seus estudos, muitas vezes, tive que me
lancar ao trabalho para que ele também se empenhasse como que por
mimetismo.

Em relacdo ao procedimento de desenvolver e reduzir, ele se lembrava
de “dicas” vistas em sala de aula, mas ndo relacionados a nenhuma dessas
palavras. Assim, quando precisava desenvolver e reduzir uma expresséo
incompleta, do tipo: (a + b)(c + d), preenchia a expresséo inicial com quatro
setas correspondentes aos produtos ac, ad, bc, bd e depois acabava escrevendo
esses quatro termos. E um procedimento que ele se recordava e o permitia
iniciar corretamente a desenvolver uma expressdo. Ele ndo se dava conta se
estava desenvolvendo, reduzindo ou fatorando, mas sabia como fazé-lo...
Mas, quando se tratava de desenvolver e reduzir a expressdo (x + 4)(x + 2) +
(x + 3)(x + 1), ele fazia aparecer um monte de setas. Comegava colocando as
que correspondiam a (x + 4)(x + 2) e, também, juntava com setas as letras e
nameros desse primeiro bloco as letras e nimeros do segundo bloco (x + 3)(x
+ 1). N&o diferenciava a ordem das operagdes nos tratamentos. Esse também
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foi um tipo de dificuldade que encontrou ao realizar célculos numéricos
complexos escritos em linha, por exemplo, confusdo entre 3 + 2x5 e (3 + 2)
x 5. Em ambos os casos, Jonathan segmentou os escritos lineares sem levar
em conta regras de prioridade e parénteses, na maioria das vezes, da esquerda
para a direita, como na leitura de uma frase em lingua natural.

As expressdes que precisavam ser fatoradas variavam de simples
exemplos, como: 3x + 3 x 7, a expressdes mais complexas, como: (X + 3)( 7
- 2 X) + 5(x + 3), ou expressdes que necessitavam 0 reconhecimento de
identidades notaveis! Mas, diante desse cenario de simbolos de operacdes,
nameros, letras e parénteses, Jonathan se perdia! E, para sua consternacao,
eu também! Quando tentei ajuda-lo, ele ficou intrigado com as palavras
matematicas, como “termos" e "fatores" que eu costumava usar para
descrever as expressdes algébricas a serem transformadas em outras
expressoes:

“Nao entendo o que isso significa.”

E brincava:

“Fator, oh sim, o fator!” ou “A soma, ah, sim, me nocauteia’”®

Durante a campanha eleitoral presidencial, Jonathan me confidenciou:
“A matematica ¢ tal e qual os presidentes, eles falam e vocé ndo consegue
entender o que querem dizer”.

De minha parte, no inicio, jogava o seu jogo, mostrando a minha
surpresa e prazer com os seus trocadilhos. As vezes, eu acrescentava: “Ah
sim, eu te nocauteio, é isso!”. Ele ria e concordava. No entanto, eu retomava
com ele as expressdes algébricas para aplicar estas palavras: “3(a + 5)
significa que 3 é multiplicado pela somado com 5 e que 3 é um fator desta
soma, |&-se 3 fatores de a + 5. Em seguida, ele acrescentava um sinal x entre
3 e (ath): 3x(a+h). Para o caso das fatoracdes, entendeu que quando existiam
dois fatores idénticos, poder-se-ia “prescindir dos dois fatores para fazer o

¢ N. do Tradutor. Um trocadilho entre somme (soma) e assomme (noucateia) na frase
“La somme, ah, oui, ¢ca assomme” (“A soma, ah, sim, me nocauteia”).
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trabalho e manter apenas um”. Assim, desde que Ihe fosse lembrado que 5x
significava 5% X, poderia conceber que 5x +7x é 12x e até x x (5 + 7). Observo
que quando se deparou com 0x, ficou em duvida: ndo resultava O para ele...
Do mesmo modo, 1x ndo se tornava forcosamente x e, de maneira oposta, ele
ndo concebia que escrever X = 1x poderia ser Util. Eu observava também, em
Jonathan, mediante a sua postura perplexa e dos seus erros, a ambiguidade
existente entre os sinais de operacdo + ou - e esses mesmos sinais ligados a
um nudmero. Por exemplo, ao fator 5a + 5 x (-3), ele poderia igualmente
escrever diretamente 5(a + 3) ou 5(a - 3) ou ainda 5(a+ - 3 ) sem saber qual
escolher e nem passar por 5(a + (- 3)) para chegar em 5 (a - 3).

Com as minhas explicacGes pontuais e elaboradas de formas mais
solidas, o progresso perceptivel era ténue, incoerente, superficial, sempre para
ser retomado, sempre em funcdo das minhas explicacdes. Tive a impressao
de um trabalho de Sisifo! Obviamente, essas observacGes mostraram que um
trabalho fundamental, em direcdo a compreensdo do funcionamento semio-
cognitivo dos escritos simbdlicos e a sua coordenacdo com termos
matematicos, ainda faltava ser pensado.

5 JONATHAN E AS RESOLUCOES DE EQUACOES

Com a resolucédo das equacBes entramos no dominio daquilo que se
pode chamar de expressdes completas, porque se articulam em torno de um
simbolo de relacdo, nesse caso “=", com cada um dos membros da equacao
em uma expressdo incompleta.

Em sala de aula, o trabalho de resolucdo havia sido abordado, nos
exercicios a serem feitos. Jonathan deveria resolver equagdes que variavam
desde os casos mais simples, no inicio, como: X + a = b, ou ¢cx = d (com
variagdes nos valores numericos a, b, ¢, d e que poderiam tornar as resolugdes,
mais ou menos, faceis, do tipo: 3x = 15 ou 3x = 17 ou - 3x = - 15) a0s casos
mais complexos com incégnitas de cada lado do simbolo “ =" ou, ainda, os
membros com expressdes incompletas que eram, mais ou menos, complexas
para serem reduzidas ou fatoradas.
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A primeira dificuldade que observei em Jonathan foi a sua falta de
compreensdo da tarefa:

“Resolver a equacdo...? O que deve ser feito?”

Ele ndo compreendia o que se esperava dele. Tive de explicar-lhe o
que significa resolver uma equagao, ou seja, “descobrir para que valor(es) de
X, a equacdo dada ¢ verdadeira”. No exemplo da equagdo x + 2 = 5,
compreendia ele que a solucdo era 3 e respondia corretamente as questdes
quando se tratava de verificar se um certo nimero era de fato a solucdo de
uma dada equacdo, mesmo sendo do segundo grau. Por exemplo:
“Consideremos a equacdo em x: x2+ X = 6, 0 valor 2 é a solugdo para esta
equacao?”.

A segunda dificuldade observada em Jonathan dizia respeito a sua
interpretacdo do sinal “=", encontrado nas equa¢des. Quando se trata de
descobrir para que valor(es) a equacdo seria verdadeira, a sua primeira
tendéncia foi adicionar novamente, apds o segundo membro da equacgéo, 0
“=",como se faz quando se tem que substituir uma expressao algébrica inicial
por outras para, conforme o caso, expandir, reduzir ou fatorar a expresséo
inicial. Pela reacdo de Jonathan, pode-se concluir que, as duas expressoes
incompletas de cada lado do sinal “=" eram independentes. E quando o guiei
laboriosamente e autoritariamente para que pudesse transformar a equacéo
dada, no inicio, em equacdes equivalentes, por exemplo, movendo todos 0s
"x" para um lado, mas também fazendo com que, gradualmente, o0 jovem
limpasse, reduzisse e fatorasse as expressées incompletas de cada lado do
simbolo “=", ele exclamou:

“Eles sdo malucos em matematica, ndo sabem o que querem”.

D& para entender a consternacdo do estudante perante dois
significados radicalmente diferentes do simbolo “=". Por um lado, para anotar
as sucessivas substituicoes de uma expressao inicial incompleta (...=...=...=...)
e, por outro lado, para marcar a equivaléncia entre a equacao inicial e a
equacdo final obtida (...=... equivalente a ...=... etc.).
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No entanto, ele também se lembrava de tratamentos que tinha feito em
aula, mas sem compreender o seu significado, nos quais tentava isolar x do
lado esquerdo do simbolo “=". Para isso, quando os simbolos operacionais
que articulavam a expressdo incompleta eram simbolos de operac@es aditivas,
como as do tipo x +a=Db, ele aplicava a “regra da mudanca de sinal” e, assim,
por vezes, conseguia isolar x como lhe havia sido pedido. Mas, quando 0s
simbolos operacionais que articulavam a expressdo incompleta eram os de
operacgdes multiplicativas, ele confundia operac6es aditivas e multiplicativas.
Apesar de alguns progressos no calculo com ndmeros (nos quais conseguia
fazer corretamente substituicbes de expressdes entre elas para efetuar o
calculo), ndo percebia a semelhanca entre a transformacéo de grafia entre
0s escritos literais e 0s escritos numeéricos. Para as equacdes da forma ax = b,
ele hesitava entre x = b - a, X = a/b e X = b/a. Eu, ainda, precisava muitas vezes
lembrar-lhe ou explicar-lhe que ax significava axx. Ele podia, entdo ver muito
facilmente, por exemplo, que a solugcdo para a equagdo 3x = 21 era X = 7,
transformando 3x=21 em 3xx = 21. Mas, a dlvida voltava quando o nimero
do segundo membro da equagdo ndo era um inteiro. Assim, para 3x = 20, ele
propunha x = 20 - 3 ou x = 3/20. Ele ficava, também, perturbado quando, ap6s
as devidas substituices, um “-x”, finalmente, apareceu a direita do simbolo
“=". A equagdo “-X = -7” paralisou-o. Transformar “-x = -7” em “-1xx = -77,
como eu sugeria-lhe, deixava-o na ddvida! Ficava do mesmo jeito quando eu
lhe falava sobre o “oposto de x”. Ele concordava em passar ““- x para a direita”
e “- 7 a esquerda” para chegar a “7 = x”, mas isS0 parecia-lhe estranho, uma
vez que, X era para estar do lado esquerdo do simbolo “=". Outro exemplo,
ao resolver a equacdo 5x - 3 =8x + 1, para a qual ele escrevia sucessivamente
5x-8x =1+3,-3x =4, depois x =4 + 3 e x =7, fazia-lhe falta a compreenséo
dos diferentes empregos do simbolo “-”. A conscientizacdo para essa
diferenciacdo parece ser uma questdo de aprendizagem necessaria para que
estudantes como Jonathan, que sdo na realidade muitos, possam progredir.

Nesse dominio da resolucdo de equacdo, nada exprime melhor a
profunda incompreensédo que levou Jonathan ao desanimo do que a frase:

“Eles sao doidos em matematica, ndo sabem o que querem”.
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A resolucdo das equagdes mais simples requer, de fato, duas operagoes
semio-cognitivas diferentes: transformar as expressdes incompletas
constituidas pelos membros das equacdes pelo desenvolvimento, reducao ou
fatorizacdo e; transformar as expressdes completas das equacBes em
expressdes completas equivalentes. Isso é feito trabalhando com o simbolo
do camaledo “=" (Duval, Pluvinage, 2016, p. 122). Como se pode constatar,
essa distingéo entre as diferentes fungdes do sinal “=" n&o fora alcancada! O
principal desafio para Jonathan seria compreender em uma equagio a
diferenca entre as duas expressdes incompletas em cada lado do sinal de
igualdade (a expressdo da direita ndo € uma transformacéo da expressao da
esquerda), mas que elas ndo sdo independentes, precisamente, por conta do
simbolo “=", e que estamos, portanto, na configuracdo de uma expressao
completa, a ser transformada em uma outra expressdo completa com a mesma
“denotacio”, no sentido de Frege’ citado por (Duval, 2019, p. 115). Nesse
caso, as sucessivas equacOes pelas quais a primeira é substituida ndo contém
0S mesmos escritos, mas referem-se sempre & mesma questdo: “Para que
valor(es) de x a equagdo inicial dada é verdadeira?”

Jonathan estava muito distante dessa constatacdo. Uma observacéo
sobre as suas reacBes no dominio da resolucdo de equacBes em que,
paradoxalmente, fora bem sucedido confirmava-o. Tratava-se de resolver
equacBes em exercicios 0s quais entrava, em jogo, relagdes de
proporcionalidade (calculo de comprimento, com Thales, problema de
proporcOes, calculo das percentagens etc.). Jonathan ja ndo conseguia, de
modo autébnomo, estabelecer as igualdades formais que lhe permitiam
resolver esses problemas, porque as nogbes subjacentes ndo estavam ainda
dominadas. Por exemplo, analisar uma figura em subfiguras para determinar
as condicOes de aplicacdo do Teorema de Thales, elaborar uma tabela de
correspondéncia entre os dados de uma situacdo de proporcionalidade etc.
Mas, uma vez que aceitou a tabela 2 x 2 ou o tipo de igualdade a/b=c/d que
permitia a resolucdo desses tipos de problemas, ficava mais tranquilo:

" Frege G., (1971/1892). Sens et dénotation. Ecrits logiques et philosophiques (trad. Imbert)
102-126. Paris : Seuil.



68

“Eu consigo fazer!”

Ele conhecia um “truque” o qual lIhe permitia encontrar o valor
desconhecido que instanciava igualdade. A rotina aprendida em sala de aula
consistia em desenhar ou andar por um caminho continuo de setas para chegar
a resposta. Para obter um valor faltante, gestos e setas continuas o apoiavam,
multiplicava os valores conhecidos que figuravam em dois lugares diagonais
e dividia pelo terceiro valor conhecido. Mas, na verdade, esse € um
procedimento que esconde as substituicdes de expressdes completas a serem
feitas para resolver tais equacdes e que afastava a possibilidade de apreender
a operacao, consistindo na substituicdo de uma expressao completa por outra
expressao equivalente. A prova disso era a resisténcia do estudante a qualquer
outro tratamento que ndo fosse aquele no qual ele agarrava-se, como se fosse
uma boia de salvacdo. Quando lhe disse que poderiamos substituir a equacao
inicial a/b=c/d pela equacdo ad = bc, ele se rebelava:

“Mas pra que complicar as coisas”

O meu argumento era dizer que se tratava de uma forma mais Gtil de
lidar, de um modo geral, com os casos. Mas n&o lhe convencia. E com razéo,
certamente, porque como vimos anteriormente, ele ndo fora capaz de mudar,
espontaneamente, de ac=bd para a=bd/c. Tratava-se de um mal-entendido que
ndo € surpreendente, como mostra a enquete PISA 2003, no qual uma questdo
do célculo da duracdo de uma etapa L — a partir da formula n/L = 140, sendo
gue o namero de etapas por minuto n vale 70 — faz com que mais de 50% dos
estudantes de 15 anos errem-na (Duval, Pluvinage, 2016, p. 121). Estamos
aqui também diante do caso de escritos fracionarios de relagcBes ou
substituicdes a serem feitas, para isolar a incognita, que sdo complexas de
serem realizados (Adjiage, Pluvinage, 2012, p. 49).

Finalmente, independentemente da complexidade das equacbes de
primeiro grau a serem resolvidas, as sessdes repetidas de exercicios sobre este
tema, acompanhadas das minhas explicacdes, ndo foram eficazes. De um
tempo a outro, geralmente comegavam com:

“Eu ndo me lembro! Me mostre!”.
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Além disso, os “truques” que ele trazia na aula, como a mudanca de
sinal quando se passa de um membro a outro de uma equacgéo ou, ainda, o
caminho com flechas para encontrar o termo faltante em uma igualdade de
propor¢ao, eram apenas “apoios locais” que nao lhe permitiam “caminhar de
forma independentemente”, na verdade eram manobras que mascaravam as
operacdes cognitivas envolvidas.

6 JONATHAN E O EQUACIONAMENTO DE PROBLEMAS

Os dados de um problema podem ser encontrados de muitas formas:
no trabalho de campo, registrando-se observagfes feitas durante
manipulacdes fisicas em “laboratério”, em tabelas de dados ou em um
enunciado de um problema que descreve uma certa situacdo. Esse tipo de
apresentacdo de dados de um problema é comum e frequentemente
encontrado no ensino e Nos manuais escolares. Era bem esse tipo de problema
o enfrentado por Jonathan em aula ou nos trabalhos de casa os quais ja
tinhamos tentado resolver juntos, ou mais precisamente ao lado dele! Apds
avaliacOes fracassadas em aula, ele se justificava:

“Eu ndo lembrava mais como fazer. O senhor me explicou, mas durante a
prova, eu ndo me lembrava de mais nada”

Quando eu mesmo lecionava no collége, utilizava frequentemente o
“problema do peso da garrafa e da rolha” para tentar conscientizar os alunos
a interessassem-se por recorrer ao uso da equacéo na solugéo de um problema.
Tentei, corajosamente, experimentar com Jonathan, mas foi um fracasso.
Mas, um fracasso que nos permite analisar ndo s6 a complexidade cognitiva
de equacionar os dados de um problema, bem como a ambiguidade e as
armadilhas dos chamados enunciados de problemas ditos “concretos”.

Apresentei este enunciado a Jonathan:

Uma garrafa e a sua rolha pesam juntas 110 gramas. A garrafa pesa
100 gramas a mais do que a rolha. Quantos pesam a garrafa e a tampa,
respectivamente?
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Como eu esperava, ele respondeu que a garrafa pesava 100g e a rolha
10g. Tinha a certeza da sua resposta e a sua certeza provava que ele acreditava
ter compreendido o enunciado. Ele ficou surpreendido por eu ter-lhe
questionado a resposta, confrontando-a com a segunda frase do enunciado do
problema: “A garrafa pesa 100 gramas a mais do que a rolha”. O jovem
permanecia em davida e calado diante do meu questionamento! N&o tinha,
certamente, considerado a complexidade dessa frase. Diante da perplexidade
demonstrada resolvi, entdo, evocar o peso do seu céo e o do seu gato. Iniciou-
se entdo o didlogo seguinte, conduzido, de minha parte, de forma mais ou
menos habil:

- “Digamos que o Seu cdo pese 5 kg e o gatinho 4 kg. Quanto a mais do
que o gato pesa o cao?”

- “Oh, sim, ele pesa 1kg a mais do que o gato.”
- “E se a garrafa pesa 100g e a rolha 10g?”
- “Ah sim, entdo a garrafa pesa 90g a mais do que a rolha!”

E, no calor das trocas na conversa, ele acrescentou:

',’

- “Mas, entdo a garrafa deve pesar 80 gramas

Entdo, pedi-lhe que voltasse a ler a primeira frase do enunciado do
problema e ele suspirou:

- "Pfff. »

O estudante tinha tomado consciéncia da complexidade dos dados
constantes no enunciado. De minha parte, a essa altura dos fatos, estava
igualmente aborrecido e ndo sabia como reagir, de forma pertinente (volto a
esse ponto na secdo seguinte). Sob a presséo do tempo que passava, precipitei
as coisas, dizendo “e se chamassemos x o peso da garrafa?”. Isso também
blogueou Jonathan na possibilidade de iniciar eventuais tentativas numericas
(volto também a esse ponto na se¢édo 7). Ele ndo ficou muito surpreendido
com a minha proposta, uma espécie de proposta que ja encontrara em aula ou
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na retomada da correcdo de exercicios, mas replicou:
“Nao, x ¢ o peso da rolha, eu prefiro...”

Eu disse: "Esta bem, vamos chamar x o peso da rolha. Entdo qual é o
peso da garrafa baseado em x?". Diante dessa questdo tipica de um professor
de matematica, ele respondeu:

“Nao se pode saber por que ndo se conhece o peso da rolha!”

Essa frase era indicativa da principal dificuldade com que Jonathan se
confrontava: ndo compreender que para dar inicio ao equacionamento do
enunciado do problema, seria necessario ndo so designar por uma letra o peso
de um dos dois objetos evocados, e ndo se contentar em designar o peso do
outro objeto por uma outra letra de forma independente. Seria necessario
empregar a primeira letra para exprimir o peso do segundo objeto, utilizando
a relagdo com o peso do outro tal como foi dada em linguagem natural no
enunciado! Para ele, o peso da garrafa era uma quantidade isolada e “x” ndo
tinha o estatuto de uma designacdo do peso da garrafa, cujo valor devia
permanecer transitoriamente desconhecido e depois ser encontrado. Surpreso
com a sua categorica declaracdo, eu ndo soube o que fazer! Tentei convencé-
lo, mas as minhas explicagdes, mais ou menos, equivaleram a propor
sucessivos passos, ditando as diferentes escritas que conduziriam a equacao
final: situacdo idéntica que acontece em geometria, quando apresenta-se uma
demonstracdo na qual os alunos ndo compreendem o que vem a ser uma
demonstracdo matematica. Evidentemente, tudo o que eu encontrava era
perplexidade e resignacdo. Que paciéncia ele tinha! E eu entédo!

7 ANALISE RETROSPECTIVA RELATIVA A COMPLEXIDADE
PARA EQUACIONAR OS DADOS DO ENUNCIADO DE UM
PROBLEMA

Foi s6 depois que percebi a complexidade das operacdes discursivas
quando se pede aos alunos que os dados de um problema desse tipo resultem
em uma equacdo. Para compreender essa complexidade, utilizei o modelo de
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andlise bidimensional semio-cognitiva de Duval, Campos, Barros & Dias
(2015) que toma a forma da Tabela 1, a seguir.

Na margem vertical da Tabela 1 colocamos as diferentes designagdes
possiveis do mesmo objeto em linguagem natural e simbdlica. E na margem
horizontal vao os trés tipos utilizados de designacGes de objetos apresentados
no enunciado: verbal, numérica e literal. Para escrever a equacéo
correspondente aos dados do problema que sdo fornecidos no enunciado, é
necessario primeiro preencher as nove casas das primeiras linhas. 1sso,
porque cada uma dessas caixas corresponde a uma pergunta que deve,
explicitamente ou implicitamente, ser feita quando da leitura do enunciado,
corresponde ao fato de que existi trés objetos diferentes que sdo designados
no enunciado e que podem, cada um, dar origem a uma das quatro
designacdes discursivas diferentes. Esses objetos sdo obviamente quantidades
Ou nameros.

Tabela 1: modelo de anélise bidimensional semio-cognitiva

DESIGNACAO VERBAL | DESIGNACAO | RE-DESIGNACAO
DOS trés objetos do NUMERICA LITERAL
problema

1. Designacéo direta

Designacé&o indireta
2. descritiva (LINGUA)
3. funcional (LETRAS)

4. Dupla designacao
de um mesmo objeto

EQUIVALENCIA
REFERENCIAL

A possibilidade de dupla designacdo de um mesmo objeto é de
importancia crucial. Com efeito, satisfaz o requisito fundamental formulado
por Frege (1971/1892) para qualquer atividade matematica: dispor de duas
designagdes (Sinn) do mesmo objeto (Bedeutung) para poder reconhecer a
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sua equivaléncia referencial, ou a sua ndo-equivaléncia referencial, é o
reconhecimento dessa dupla designacdo relativa ao mesmo objeto que
finalmente chega-se a equacdo. A Ultima linha da tabela, separada das
operacdes discursivas, aponta para essa constatagéo.

Aplicando o modelo de anéalise da Tabela 1, para o problema:

Uma garrafa e a sua rolha pesam juntas 110 gramas. A garrafa pesa
100 gramas a mais do que a rolha. Quanto pesa, respectivamente, a
garrafa e a tampa?

obtém-se a seguinte tabela preenchida:

Tabela 1: Analise bidimensional semio-cognitiva de Duval et al. (2015) aplicada ao
problema do peso da garrafa e da rolha

DESIGNACAO VERBAL | DESIGNACAO | RE-DESIGNACAO
DOS trés objetos do NUMERICA LITERAL
problema
Peso da GARRAFA w2 a
1. Designacdo direta Peso da ROLHA 2 b
Peso dos DoIs 110 (a+b)
Designacdo indireta A garrafa “pesa ... a
2. descritiva (LINGUA) mais do que a rolha” | (... +100) (b + 100)
3. funcional (LETRAS)
4. Dupla designacio Peso dos dois (a+b)
de um mesmo objeto “a garrafa ¢ a sua 110 ou
rolha pesam 110g” ((b+100) + b)
EQUIVALENCIA 2b +100 = 110
REFERENCIAL (EQUAQAO)

Essa Tabela permitiu-me decifrar, retrospectivamente, 0 modo como

tentei guiar Jonathan passo a passo ao longo das sete etapas seguintes:

1. Selecdo de um dos sintagmas nominais do enunciado nominal da
declaracao (“O peso da rolha”);

2. Escolha de uma letra para designar a primeira quantidade verbalmente
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designada (“Vamos designar por b o peso da rolha”);
3. Selecao de outro sintagma nominal (“Peso da garrafa”);

4. Utilizagdo funcional da mesma letra para designar a segunda quantidade
(“peso da garrafa: b+100”);

5. Selegao do terceiro sintagma nominal (“o peso da cortica e da garrafa™);

6. A Utilizacdo funcional da letra para designar a terceira quantidade
(“Peso da tampa e da garrafa: b+(b+100)”);

7. Reconhecimento da dupla designacdo da terceira quantidade que
finalmente da a equacdo (“110g e b+(b+100)”).

Essa abordagem para equacionar o enunciado de um problema &,
obviamente, nada facil para os alunos compreenderem. E explicar aos alunos
ou guid-los em cada passo, pergunta apds pergunta, decisdo apds decisao,
linearmente, como tentei fazer com Jonathan e, mesmo que seja ainda de um
modo mais engenhoso, ndo vai ajuda-los a compreenderem o conjunto desse
processo. Mas, permitiu-me ver como eu poderia ter agido com Jonathan de
forma mais astuta em dois momentos:

- 0 primeiro momento foi quando, apo6s a sua resposta imediata, tive de reler
as duas primeiras frases do enunciado para ele e no qual, um pouco
desanimado, conscientizou-se da dupla barreira que elas impunham. Poder-
se-ia prever duas possibilidades diferentes: uma, certamente, permitir-lhe-ia
resolver o problema, mas sem passar pela equacédo resultante da leitura do
problema; a outra possibilitaria a Jonathan iniciar uma analise mais
aprofundada do enunciado do problema. A primeira possibilidade poderia ter
sido fazer tentativas numéricas, com pares de nameros, em funcdo das
condicBes impostas no enunciado do problema. Como, por vezes, é feito por
pessoas a quem esse enunciado € submetido em um jogo de adivinhacdo, 0s
quais descobrem que a resposta é falsa, e que poderia ter se envolvido no
chamado método “de tentativa e erro”, consistindo em considerar cada uma
das duas condicdes separadamente para testar diferentes pares de numeros.
Poder-se-ia pensar no encontro de “um” par de numeros inteiros que
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satisfizesse, portanto, encontrar “uma” solug@o para o problema, sem passar
pelo equacionamento do problema. Mas, 0 objetivo (que ndo deu certo) da
sequéncia ndo era introduzir Jonathan na resolucdo, baseada no
equacionamento de dados desse tipo de problema concreto, que aparecia em
sua turma na escola? E quanto ao método de tentativa e erro, ha uma questao
de rigor matematico que é preciso considerar (mesmo que a situacdo nédo
estivesse madura para Jonathan perguntar-se): ndo ha garantia da unicidade
da solugdo encontrada. Por outro lado, os problemas dessa natureza se
prestam a utilizacdo de um método desse tipo. A segunda possibilidade teria
sido iniciar um trabalho de compreenséo das duas frases do enunciado e da
sua relacdo. Por exemplo, como sugeriu Raymond Duval, eu poderia ter
sinalizado ou pedido uma reformulacédo da segunda frase, dessa vez, fixando-
a no peso da cortica: “A cortica pesa 100 gramas a menos do que a garrafa”.
A inversdo desse ponto de apoio teria permitido a Jonathan a possibilidade de
comparar diferentes versdes ndo congruentes, mas equivalentes, dessa frase
que lhe traziam dificuldades de compreensdo, e para avancar em uma
discussdo sobre os pesos indicados no enunciado e os néo indicados, talvez
para que ele pudesse conscientizar-se da designacéo indireta dos objetos.

- 0 segundo momento foi quando sugeri a Jonathan a ideia de chamar “x o
peso da garrafa”, crucial na escolha do objeto a ser designado diretamente por
uma letra, para iniciar o equacionamento do problema. Crucial porque
envolve a complexidade da redesignacdo funcional que vird em seguida.
Nesse caso, poder-se-ia redesignar por uma letra tanto o peso da rolha quanto
0 da garrafa. Se chamassemos x o peso da rolha e sabendo que “a garrafa pesa
100 g a mais do que a rolha”, acabariamos com a seguinte redesignacao
indireta do “peso da garrafa: x + 100”. Uma formulagdo literal congruente
com a formulag&o verbal. Se, por outro lado, x é chamado o peso da garrafa,
a designacao indireta funcional do peso da rolha deixara de ser congruente
com a designacéo descritiva da afirmacéao “peso da rolha: x — 100”. Para fazer
a designacdo funcional indireta, a equivaléncia entre as duas formulagdes
deve ser considerada ou identificada: “A garrafa pesal00 gramas a mais do
que a corti¢a” e “A cortica pesa 100 gramas a menos do que a garrafa”. Um
professor ou um aluno estudioso escolherd como objeto de designagéo direta



76

aquele que podera trazer-lhe menos dificuldades na realizacdo da nova
designacgéo funcional e no prosseguimento das operacOes a serem realizadas
para chegar a equacdo final. Nesse caso, ao dizer a Jonathan: “E se
chamassemos x o peso da garrafa?”’, eu ndo havia feito a escolha mais simples,
contrariamente ao que Jonathan me retrucou: “Nao, x € o peso da cortica, eu
prefiro...”, sem ter ideia do que estava por vir na sequéncia das operacdes.

Retificar, desta forma, as minhas intervencGes ndo teria certamente
permitido a Jonathan compreender melhor o processo de equacionar um
problema. Na verdade, em momento algum Jonathan estava em posi¢do de
tomar a iniciativa, era eu, de fato, que fazia o trabalho. Essa analise
retrospectiva permite ver os impasses e os limites dos procedimentos, em sala
de aula, trabalhados em um modo “maiéutico”. Elas podem ndo contribuir
para que os alunos se tornem autossuficientes no equacionamento de
problemas.

8 OS PRIMEIROS PASSOS DE JONATHAN EM ALGEBRA

Quais tarefas devem ser desenvolvidas para que possam, realmente,
ajudar Jonathan a compreender as atividades algébricas? Essa foi a questao
que se fazia a partir das observacOes e andlises relatadas até esse momento.
As trocas e discussdes sustentadas com Raymond Duval e Francgois Pluvinage
permitiram conceber e testar algumas atividades, especificamente, cognitivas
desconectadas das obrigacOes escolares imediatas. Foram bem aceitas por
Jonathan, especialmente, porque ndo estava em jogo apenas 0 acerto ou erro.
Ele levava essas atividades como se fossem um jogo e tinha sempre confianca
em mim. Oh, bem claro, estavamos numa fase de tentativa e erro e, muitas
vezes, eu ainda tinha que dar apoio a Jonathan com algumas explicacdes. As
suas reagdes nos permitiam relangarmo-nos ao trabalho.

Quial foi o principal objetivo dessas atividades? Permitir que Jonathan
dé um primeiro passo essencial na algebra elementar. Vimos, no
equacionamento do problema do peso da cortica e da garrafa, que Jonathan
n&o aceitava que se pudesse designar, por uma mesma letra, o peso da cortica
e 0 peso da garrafa. O primeiro passo essencial que queriamos fazer € que
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Jonathan pudesse se conscientizar da designacdo funcional na utilizagéo de
uma letra para designar um ndmero por uma expressao incompleta, como 2x
ou x+2. Para isso, as propostas que lIhe foram apresentadas, estavam na forma
de tabelas a serem preenchidas. Eis uma panoramica significativa de um
primeiro exemplo que Ihe foi apresentado, uma panoramica acompanhada de
um breve relato das reac6es de Jonathan.

Esta tabela (Tabela 2) de preenchimento comporta duas listas abertas
de nimeros inteiros.

Jonathan comeca o trabalho, na parte numérica, com um sorriso diz:
“Queres me ensinar a contar?”

Ap6s um lembrete do significado da palavra sucessiva, ele preenche
corretamente a tabela por 4 e 5, confunde-se um pouco na sequéncia,
preenchendo as colunas, independentemente, uma da outra com uma l6gica
vertical e enganando-se na contagem, retifica e volta a corresponder
horizontalmente os numeros das duas listas e pula para 107 para colocar 108
na frente.

Tabela 2: Tabela de exercicio apresentada a Jonathan

Dois numeros inteiros sucessivos
1 2
2 3
3 4
4
5
107
Uma letra? E 0 que escrever
aqui, entdo?
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Para a célula “uma letra?” correspondente a primeira coluna, ele
propde “x” e para a outra célula “E o que escrever aqui, entdao?” sugere,

(1))

sorridente, imediatamente “y”. Uma resposta logica porque ele se depara
frequentemente com “x” e “y” em sala de aula.... Eu proponho-lhe utilizar “x”
para a segunda coluna. Desta vez, um pouco surpreendido e, ap6s um

momento de reflexdo, escreve “1x”. Pergunto-lhe a razdo e ele me responde:

“Ix quer dizer que a gente acrescenta 1 a x”,

e eu digo-lhe que significa “1 multiplicado por x”. Lembremos que, para uma
expressao como “3a”, Jonathan sempre precisou de “3xa” para ser escrita. Ele
objetou:

“Eu me entendo”

Mesmo que para ele “1x” signifique “x+1”, ele aceita, finalmente,
escrever “x+1” para executar o uso que lhe indiquei... Podemos ver aqui que
Jonathan faz uso de um cadigo pessoal e que ndo integrou o codigo comum.
Mas, apesar dessa dificuldade de expressdo, Jonathan conseguiu redesignar a
segunda célula com a letra que foi utilizada para designar a primeira. Essa é
uma operac¢do que ele compreendeu bem e que reproduzird sem hesitagdo em
outras situacbes do mesmo tipo que lhe serdo propostas (duplo, quadrado
etc.).

Na sequéncia, propus a Jonathan tabelas incompletas com varias
linhas e colunas que cruzavam expressdes numeéricas, expressoes algébricas
e sintagmas nominais. Para completa-las, foi necessario articular esses
diferentes modos de expressdo. Na sequéncia, apresento dois exemplos:
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NUmero escolhido

Triplo do nimero escolhido

1 3 4
2 6 7
3 9 10
4 13
5 0
....... 24 25
| X 3x |
- Segundo exemplo
Ndmero escolhido Dobro do nimero escolhido | ......ccovviiiieiinn.n.
1 2 4
3 6 36
2 4 16
4 64
5 L.
...... 16
............ 324
X 2x

Jonathan langava-se na aventura com jubilo. A partir das células

preenchidas dadas, propunha contetdos para as células vazias, as controlava,
voltava atrés etc. Tudo isso em uma ordem indeterminada e sem a minha
intervencdo. Ele estava feliz, o tempo passava e ja ndo contava mais.

Nesses ultimos meses, quando pude acompanha-lo, com esses tipos

de tarefas puramente semio-cognitivas e radicalmente diferentes das que tinha
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encontrado até entdo em sua escolaridade, ele ganhava confianga! Jonathan
comecava a aprender a fazer o caminho da algebra.

Mas ndo fora sé isso. Durante esse periodo, paralelamente a essas
atividades que lIhe devam confianca e sempre longe de qualquer cobranca
escolar, Jonathan teve a oportunidade de se envolver em verdadeiros
procedimentos matematicos. O que essas oportunidades tinham em comum
era a utilizacdo do célculo algébrico, como ferramenta de generalizacdo e
prova relativas a identificagdo das regularidades numéricas®. Os enunciados
exigiam verdadeiras abordagens matematicas, tais como: exploracgéo,
conjectura, generalizacdo e prova. Apoiado em suas aprendizagem iniciais em
algebra e pelos suportes constituidos por tabelas, foi possivel organizar o seu
trabalho e compreender as etapas, Jonathan podia passar as trés primeiras
etapas de forma quase autbnoma e compreender a necessidade da 42 etapa,
mesmo quando ele ainda ndo era capaz de efetua-la.

Quanto aos calculos algébricos, ele ainda dependia das minhas
explicacOes e dos escritos que anotava. Parecia que me escutava, assim de um
jeito meio que distraido. Mas, ao guardar o seu material, pedia as minhas
anotaces, 0 que confirmava o seu interesse pela abordagem global. Em suma,
se eu continuasse a bricolagem nas atividades propostas, eu tinha assim um
Jonathan interessado e ativo a minha frente, e orgulhoso quando lhe dizia que
o trabalho que estdvamos fazendo era como o que é feito por verdadeiros
investigadores matematicos. A matemaética, sobre a qual tinhamos sido téo
ousados no inicio das nossas reunides, comecava finalmente a ter um rosto
mais simpatico e até mais entusiasta para ele.

9 FIM DA AVENTURA COM JONATHAN. O QUE SE SEGUE (2018-
2021): PERSPECTIVAS PARA OS PROFESSORES NAS SUAS SALAS
DE AULA

8Exemplo: “Escolha dois nimeros que totalizem 300 e efetue o seu produto.
Acrescente 7 a cada um deles. Em quanto aumenta o seu produto?”
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Jonathan estava “no caminho certo”, como se l€ por vezes nos boletins
escolares, havia chegado em um ponto de alternancia e, durante um dos
ultimos episddios, Frangois Pluvinage partilhava comigo o seu sentimento:

“Formidavel, como Stromae cantaria! E tenho de admitir que o seu
relatorio e as folhas escritas por Jonathan me provocaram uma certa
emocdo: vé-se, realmente, alguém que estd sendo introduzido no
calculo algébrico. E claro que no inicio a sua ajuda foi necessaria antes
que ele “tirasse a poeira dos sapatos” e colocasse um dispositivo
semidtico (soma, diferenca, ...), 0 que os anglo-saxdes chamariam de
scaffolding, mas em seguida ele vai em frente, como mostra a sua
producdo”.

Essa apreciacdo me deixou feliz e estimulou Jonathan quando lhe falei
sobre 0 assunto. Mas, isso abriu um debate. O meu sentimento era de fato
menos euférico e me juntei a Raymond Duval que achava ainda esse
momento precipitado. E certo que Jonathan estava cumprindo o0s seus
primeiros passos, mas faltava-lne a resolucdo de problemas e o
equacionamento de problemas, levando em conta critérios semio-cognitivos
de sucesso: ter sucesso sozinho, sem qualquer ajuda e de forma répida.

Mas, 0 meu acompanhamento parou ai, uma vez que, no ano seguinte,
Jonathan entrou finalmente em uma aprendizagem em alternancia em uma
empresa que desenvolve design, uma situacdo que respondia bem a sua
sensibilidade artistica. Continuo a ver Jonathan de vez em quando, mas a parte
escolar que subsiste no seu caminho deixa, agora, pouco espaco e necessidade
de algebra...

No entanto, ndo posso deixar de imaginar como poderia ter continuado
a trabalhar com o Jonathan, em particular, para ajudar-lhe em algebra, para
resolver problemas matematicos ou concretos, combinando duas abordagens
sugeridas por Raymond Duval (2002, 2013). Em todo o caso, ainda em
contato com um grupo de professores universitarios do IREM, em
Estrasburgo, relatei os progressos realizados com o Jonathan e partilhei todas
as minhas observacdes feitas durante esses encontros, bem como o apoio as
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tarefas inovadoras experimentadas nessas ocasides. Pergunto- me se isso foi
uma boa base para o inicio da prospeccao e dos testes em sala de aula?

Raymond Duval alertava-me sobre as dificuldades de uma tal
abordagem, que ja ndo se desenvolve mais no contexto de trabalhos
individuais. O prosseguimento de uma pesquisa clinica seria dificil, sendo
impossivel. A entrega de fichas de trabalho aos colegas ndo permitiria
compreender as reacdes dos alunos e ai reagir para acompanhar 0s seus
encaminhamentos. De fato, em sala de aula, sem entender o que Jonathan quer
dizer com: “1x quer dizer que se adiciona 1 a x”, ¢ eu “me compreendo”
percebendo que havia tomado consciéncia do funcionamento da designacéo
funcional com a mesma letra, mas tinha desenvolvido para esse efeito um
codigo pessoal “1x” para designar o sucessor de um “x” inteiro? De um modo
geral, as tarefas que poderiam ser propostas aos alunos para acompanhéa-los
nos seus primeiros passos em algebra, segundo o modelo que eu tinha
proposto a Jonathan, exigiriam um acompanhamento individualizado.
Raymond Duval fazia, nesse caso, a comparagdo com o que é realmente
necessario na aprendizagem da leitura, e acrescentou que as condicdes
cognitivo-didaticas seriam conscientes ou inconscientemente dificeis de
serem aceitas por muitos professores.

Francois Pluvinage foi menos reservado e escreveu em maio de 2018:

Talvez eu esteja demasiado otimista, mas, para mim, agora esta bem.
Os colegas docentes estdo dispostos a fazer experiéncias em sala de
aula com algumas eventuais modificacdes?”

E é consciente dessas dificuldades que, em 2018, com Anne Schultz,
Audrey Candeloro, Hélene Chilles Brix e Pauline Wiederhold, professores do
Collége e, desde entdo, com outros professores do Collége que se juntaram a
nos, assumimos esse desafio no &mbito de um grupo IREM, em Estrasburgo,
intitulado “Algebraic learning in middle school”: fazer com que cada um dos
alunos das suas turmas faca a mesma evolucgéo feita por Jonathan. Mas de
uma forma que inclua a resolucdo de problemas e de uma maneira mais
rapida, sem, contudo, abandonar os objetivos globais que sdo perseguidos ndo
ao fim de cada ano escolar, mas ao fim do College. Até agora, apesar da nossa
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tentativa e erro, das diferengas nas nossas experiéncias e das nossas
convicgdes, como professores, os resultados tém sido encorajadores.
Provavelmente, vamos demorar tanto tempo quanto eu e o Jonathan
demoramos. Mas, pensamos que em breve poderemos comunicar em um
documento o que é uma aventura partilhada entre nds e nossos alunos.
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CAPITULO 1lI

O ESBOCO DE CURVAS NO ENSINO MEDIO NA PERSPECTIVA
DA INTERPRETACAO GLOBAL DE UNIDADES FIGURAIS:
POSSIBILIDADES A PARTIR DA NOCAO DE INFINITESIMO

Barbara Cristina Pasa
Meéricles Thadeu Moretti

As representacOes gréficas, enquanto formas de comunica¢do com
capacidade de facilitar a compreensdo de fendémenos ou de situagOes
cotidianas, sdo cada vez mais utilizadas, tanto diariamente, em jornais e
revistas, como em pesquisas cientificas nas diversas e distintas areas do
conhecimento. Dentre essas formas de representacdo, o esbogo de curvas,
enquanto imagem geométrica de uma funcgdo real de variavel real € o cerne
das reflexdes suscitadas neste trabalho.

Na perspectiva da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica
de Raymond Duval, a compreensdo de um objeto matematico esta vinculada
a articulacéo de diferentes registros de representacdo semidtica deste objeto.
Assim, compreender as dificuldades que grande parte dos estudantes
demonstra na percep¢do de um mesmo objeto sob diferentes formas de
representacdo, perpassa refletir o ensino e a aprendizagem da Matemaética de
forma a valorizar as representacfes semidticas e, mais do que isso, as
conversdes! entre elas.

Com base nisso, na atividade de esbogar curvas de fungdes, as

representacdes necessarias e a serem articuladas sdo a algebrica, dada pela lei

! Operagéo cognitiva de transformacgao de representacdes que consiste em mudar de registro,
conservando o objeto.
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da funcéo e a figural, dada pelo grafico no plano cartesiano. A maior parte
das dificuldades apresentadas pelos estudantes se encontra justamente na
conversdo entre essas representacdes semioticas. I1sso, pois, de acordo com
pesquisas na area de Educagdo Matematica (Duval (2011a), Mattos Filho e
Menezes (2010) e Rezende (2003, 2007)), as dificuldades de aprendizagem
se originam de um enfoque, praticamente Unico, dado no ensino, a construcao
de graficos a partir da abordagem “ponto a ponto”, que consiste em, tendo
como referéncia os eixos coordenados, encontrar alguns pontos particulares
(pares de numeros) e marcé-los no plano referencial. Esta € a abordagem mais
utilizada sendo a Unica no ensino tradicional e pode favorecer o tracado da
funcdo afim ou de intervalos de outras fungdes, contudo, restringe o olhar
quanto a caracteristicas fundamentais presentes no conceito de funcdes:
movimento, transformacdo e dinamismo; bem como ndo proporciona a
tomada de consciéncia das conversdes entre registros de representacao
semidticas necessarias, caracteristica esta fundamental para a aprendizagem
de acordo com a teoria de Raymond Duval.

Devido a essas questOes, diversas pesquisas estdo sendo realizadas
(Moretti (2003); Silva (2008); Luiz (2010); Moretti, Ferraz e Ferreira (2008);
Menoncini e Moretti (2017); Martins (2017); Pasa (2017) entre outros) no
sentido de propor e discutir formas distintas de esbocar e compreender curvas,
que valorizam as convers@es entre representacao algébrica e figural e, mais
do que isso, proporcionam uma compreensdo efetiva da curva e do conceito
de funcdo. Especificamente para o ensino da funcdo afim e esbogo do seu
gréafico, Duval (2011a) apresenta a abordagem de interpretacdo global das
propriedades figurais como uma possibilidade de compreenséo integral deste

objeto. Esta abordagem perpassa a analise da congruéncia entre registro
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algébrico e grafico com base nas unidades significativas de cada
representacdo a partir dos parametros do registro algébrico e a relacao destes
com unidades significativas gréaficas.

Na direcdo destas ideias, apresentamos a abordagem de interpretacao
global de propriedades figurais, direcionando nosso olhar para as taxas de
variacdo de uma funcdo enquanto recurso orientador para articulacdo de
unidades significativas béasicas. Na sequéncia, expomos 0 caminho
alternativo? para as atividades de esbocar e compreender curvas das fungdes
reais polinomiais do segundo e terceiro graus do ensino médio. Por fim,
visando refletir sobre as potencialidades e limita¢6es do esbog¢o de curvas na
perspectiva do caminho alternativo, discutimos algumas construces de
estudantes no esboco de curvas, destacando aspectos relativos a teoria
cognitiva de Raymond Duval.

TAXA DE VARIACAO POR MEIO DA NOCAO DE INFINITESIMOS
NA DIRECAO DA INTERPRETACAO GLOBAL

De acordo com a teoria de Raymond Duval (2004), a aprendizagem
matematica esta relacionada a diversidade dos registros de representacdo
semidtica de um objeto matematico e, além disso, a coordenacdo de a0 menos
dois registros de representacdo semiotica. Especificamente em relacdo ao
ensino e a aprendizagem de graficos, este autor ressalva que somente a
abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais possibilita a
compreensdo integral da curva e do que ela representa (Duval, 2011a). Na

perspectiva desta abordagem, a compreensdo de um grafico perpassa a

2 O caminho alternativo para esbocar curvas é apresentado e amplamente discutido na tese
Pasa (2017).
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realizacdo de uma analise das propriedades peculiares de partes constituintes
da curva (Moretti et al., 2008), mais especificamente, a identificacdo, em uma
funcdo, de variaveis visuais, pertinentes ao registro de representacéo grafico
e unidades simbolicas significativas, pertinentes ao registro de representacao
algébrico (simbdlico), e, além disso, a coordenacao destas.

Duval (2011a) apresenta esta abordagem para o caso especifico da
fungdo polinomial real do primeiro grau (y = ax+b) ressaltando a
importancia da analise qualitativa no sentido de perceber no coeficiente
angular a, por exemplo, o sentido da inclinag&o da reta. A partir deste estudo
de Duval (2011a), esta abordagem vem inspirando pesquisadores na busca
por recursos e/ou elementos que permitam esta associacdo entre variaveis
visuais e unidades significativas algébricas de outras funces.

O caminho alternativo aqui apresentado culmina no esbogo de curvas
de funcbes reais polinomiais do segundo e terceiro graus por meio do
emprego de uma ideia que se aproxima da de Moretti, Ferraz e Ferreira
(2008), no sentido de utilizar elementos do Calculo como orientadores de
conversdo, mas que possam ser calculados e compreendidos no @mbito do
ensino meédio, sem o rigor e formalizacdo de limites e derivadas. Esses
elementos/recursos orientadores sdo as taxas de variacdo da funcdo que
carregam informac6es valiosas para o esbogo e a compreensdo da curva de
uma funcéo.

As taxas de variacdo, ainda que vastamente utilizadas no ensino
médio, sdo somente trabalhadas com profundidade no ensino superior, mais
especificamente em disciplinas de Calculo Diferencial e Integral, e com rigor
e formalizacao inapropriados para o trabalho no ensino médio. Por isso, a fim

de proporcionar a interpretacdo global a partir de unidades visuais
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significativas e possibilitar ao estudante deste nivel de ensino a compreensao
de variabilidade necessaria ndo sO para esboco de curvas, mas para a
compreensdo de fenémenos e analises de situacdes, utilizamos o potencial
didatico da nocéo de infinitésimos no célculo das taxas de variagdo, ndo no
sentido de seu rigor e formalizagdo, mas no de possibilitar o entendimento de
variacdo, fundamental no esboco de curvas e sem recorrer a formalizacao das
noc¢oes de limite e derivada.

Assim, para encontrar a taxa de variagdo instantanea de primeira

ordem? - TV1, (x) de uma funcéo, encontra-se primeiramente a taxa média de

Ay _ fx+Ax)—f(x) e

variacdo da funcdo em um intervalo genérico Ax: TMV = o "

considera-se Ax um infinitésimo, ou seja, um nimero muito proximo de zero
(infinitamente préximo de zero), de forma que as vezes pode ser desprezado,
mas, a0 mesmo tempo, diferente de zero, de forma que podemos dividir por
ele mesmo quando isso for conveniente. Desta forma, a nocéo de infinitésimo
é utilizada intuitivamente e se mostra um recurso interessante e frutifero neste
contexto devido ao fato de ela proporcionar uma compreensao intuitiva sobre
a variabilidade de funcdes, favoravel ao entendimento de fendmenos no

ensino médio.

$TVI(x) ou TVI,(x) é a taxa de variacdo instantinea de primeira ordem de uma funcéo,
enquanto que a ideia de variacdo da taxa de variacdo instantanea, ou taxa de variagdo
instantanea de segunda ordem da funcao é representada por TV I, (x).
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CAMINHO ALTERNATIVO PARA ESBOCO DE CURVAS NO
ENSINO MEDIO

Estudar elementos do calculo no ensino médio, mais precisamente a
variabilidade de funcles, além de desafiador, pode proporcionar uma
compreenséo efetiva do conceito de fungio, conforme Avila (1991), Duclos
(1992), Rezende (2003, 2007) e Silva, Andrade e Azevedo (2013) sinalizam.
O esboco de curvas a partir do caminho alternativo perpassa a variabilidade
de uma funcdo, concluida por meio do estudo do sinal da taxa de variagdo
instantdnea de primeira (TV I, (x)) ou, se necessario for, de segunda (TVI,(x))
ordem. Deste modo, a identificacdo de unidades basicas simbolicas se refere
aexpressao algébrica da TV, (x) e as unidades basicas gréaficas, aos intervalos
de crescimento e decrescimento, aos pontos maximos e minimos. Para
algumas funcdes, faz-se necessario o estudo da taxa de variacdo instantanea
de segunda ordem (TVI,(x)), a qual permite concluir sobre concavidade e
pontos de inflexdo.

Tomando, por exemplo, uma funcéo polinomial real do segundo grau
na forma y = ax?+bx+c, a TVI;(x) em um valor qualquer de x serd
TVI;(x) = 2ax+b. Utilizando 0 mesmo processo, encontra-se a
TVI,(x) = 2a, a qual ndo é necessaria para esbocar curvas dessas funcdes,
mas permite concluir sobre a concavidade da curva. Utilizando as taxas de
variacdo (TVI,(x) e TVI,(x)) da funcdo quadrética nesta perspectiva, sdo
analisadas importantes variaveis relativas a funcao, apresentadas na tabela 1,

a sequir.
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Tabela 1 - Unidades simbolicas e graficas de uma fungdo polinomial do segundo

grau
Unidades basicas simbélicas Unidades basicas graficas
TV, |Valor |TVI |Valor de x |Reta Concavidade [Ponto Esboco curva
dea Tangente |(TV1,) critico
< 0| x <h/2a |Decrescente|Para cima Minimo
a>0 |=0|x=-b/2a|Constante |(positiva) absoluto em \/
< > 0 |x > —b/2a|Crescente x=-b/2a
g < 0 |x>—b/2a|Crescente |Parabaixo |Maximo
o a<0 |=0|x=-b/2a|Constante |(negativa) absoluto em /\
> 0| x <b/2a |Decrescente x=-b/2a

Fonte: Pasa (2017, p. 146).

Com relacdo as conversdes expostas na tabela 1, cabe salientar que o
relevante na perspectiva do caminho alternativo é a conversdo que permite
uma compreensdo global de propriedades fundamentais relacionadas a
variabilidade: crescimento, decrescimento, valor maximo e minimo,
concavidade.

No esboco de funcBes polinomiais reais de terceiro grau, além da
analise da TVI,(x), algumas funcBes requerem a analise da variacdo da
TVI,(x), nomeada de TVI,(x), a qual possibilita concluir sobre a concavidade
da curva. Portanto, sendo y = ax3+bx%?+cx+d, com a# 0, tem-se
TVI;(x) = 3ax? + 2bx + ¢ € TVI,(x) = 6ax + 2b. O eshoco da curva pode
acontecer estudando apenas a TVI,(x) da funcdo ou, quando este dado é
insuficiente, analisando a TV I, (x).

A tabela 2, a seguir, expde a relacdo entre as unidades basicas
simbolicas, referentes a TVI,(x), e as unidades basicas graficas, referentes a

reta tangente, aos pontos criticos e ao esbogo da curva.
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Tabela 2 - Esboco de curvas de fungdes reais polinomiais do terceiro grau a partir
da andlise da TVI1(x)

Unidades bésicas simbdlicas Unidades bésicas gréaficas
TVI, |Coef.a |[NR* TVI, (Valoresde x RT** |Esboco Pontos
curva criticos
<O |, s psvse |DECTES Max. e min.
3a <x< 3a relativos
-0 —b+vb?—3ac  |Const (TVL(x) = 0).
2 T3
Ponto
>0 —b-Vb?-3ac Cresc
X< ¢ Inflexdo
>0 —b + Vb2 — 3ac (TVI,(x) = 0)
x > 73‘1
=0 Const Ponto
1 —b inflexéo
T 3a (TVI(x) = 0)
>0 Cresc

-b -b
x<—ex>_—
3a 3a

>0 X €ER Cresc Ponto
0 . . inflexéo
o Esboco a partir da analise da (TVL(x) = 0)
+ TVI,(x) — Ver tabela 3.
=
)
:’_ <0 x < e Decres Méx. e min.
~ T relativos
3 o> b HVbE—3ac (TV1L(x) = 0).
™ 2 3a
=0 Loht VbZ-3ac  |Const Ponto
<0 3a inflexdo
TVI =0
>0 e Cresc (VI () =0)
3a 3a
=0 = Const Ponto
1 3a inflexdo
<0 Decres (TVI,(x) = 0)
x<Zex>2
3a 3a
<0 X €ER Decres Ponto
0 inflexdo

Esboco a partir da anélise da

TV, (x) =0
TVI,(x) - Ver tabela 3. (VL) )

— T = IR -

*NR = Numero de Raizes
**RT = Reta Tangente - Crescente (Cres), Decrescente (Decres) ou Constante (Const).

Fonte: Pasa (2017, p. 149).
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A tabela 3 apresenta o esboco da curva de uma funcgéo real polinomial

de terceiro grau a partir da analise da concavidade - TVI,(x).

Tabela 3 - Andlise da concavidade de curvas de funges reais polinomiais do

terceiro grau

Unidades basicas simbdlicas Unidades basicas graficas
TVI, |Coef.a |Sinal da|Valordex |Concavidade Possiveis esbogos da
TVI, curva

<0 x < b/3a |Negativa — para baixo

a>0 | =0 |x=—b/3a |Local de Inflexdo /\/ /J
>0 | x> —b/3a |Positiva— para cima

<0 x < b/3a |Positiva— para cima

a<o0 =0 | x=—b/3a |Local de Inflexdo \/\

>0 | x> —b/3a |Negativa — para baixo
Fonte: Pasa (2017, p. 150).

6ax + 2b

As tabelas 1, 2 e 3 se constituem em uma referéncia do caminho
alternativo para esboco de curvas de funcGes polinomiais reais do segundo e
terceiro graus, apontando elementos essenciais na perspectiva deste trabalho.

CONSTRUCOES DOS ESTUDANTES: REFLEXOES SOBRE O
CAMINHO ALTERNATIVO

A fim de refletir sobre as potencialidades e limitagfes do esbocgo de
curvas na perspectiva do caminho alternativo foi realizado um trabalho
pedagdgico com estudantes do terceiro ano do ensino médio de uma escola
estadual de Erechim, RS, da qual foram coletados os esbogos de curvas de
funcBes construidos pelos estudantes. Elementos da Engenharia Didéatica de

Michéle Artigue (1996) balizaram a organizagdo dos procedimentos
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metodoldgicos da pesquisa empirica possibilitando uma analise mais
criteriosa do caminho alternativo para esbocar curvas.

Nas analises apresentadas sdo pontuados aspectos da producdo dos
estudantes relacionados as compreens@es concebidas no ambito da Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica no sentido de identificacdo e
coordenacao de unidades significativas simbolicas relativas a taxa de variacao
e unidades significativas graficas. Além disso, sdo evidenciadas, nas
reflexdes, questdes relativas ao discurso utilizado pelos estudantes com base
nas diferentes funcdes* e operacdes do discurso de uso de uma lingua no
funcionamento do pensamento, referenciadas por Duval (2004): expansdo
discursiva, apofantica e referencial.

A andlise do discurso que leva em conta as opera¢Ges supracitadas
proporciona compreens@es a respeito do que é explicito ou ndo nas
construcdes dos estudantes e do que foi mobilizado em termos de
conhecimentos. As operacdes de expansdo discursivas envolvem as
explicacbes, descricdes, narracdes e raciocinios, os quais podem ser de
natureza l6gica ou natural e ainda podem se constituir por acumulacdo ou por
substituicdo, utilizando regras que podem estar explicitas ou ndo. As
operacdes da funcdo apofantica, de predicacdo ou locucdo, nos permitiram
inferir sobre o valor légico, epistémico e/ou social do discurso utilizado pelos
estudantes, ou seja, nos permite argumentar a favor da validade da construgéo.
As operacOes da funcdo referencial, por sua vez, serdo destacadas quando

evidenciadas designacgdes de objetos.

4 Em Brandt, Moretti e Bassoi (2014) é possivel identificar, compreender e clarificar as
fungdes do discurso de Duval (2004) quando os autores discutem sobre essas funcdes na
resolucéo de problemas matematicos.
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Na figura 1, a seguir, apresentamos o esbogo da curva da funcdo
y = 2x?% — 4x + 3.

Figura 1: Esboco da curva da fungdo y=2x?-4x+3

(,?:;)t‘-k-r.rb y oy Ty g 14

Y ¥

Fonte: Pasa (2017, p. 275).

No esboc¢o exposto na figura 1, observa-se que o0 estudante estruturou
seu discurso em etapas como forma de organizar os procedimentos
necessarios ¢ antes do esboco “final” foi construido um esboco de
variabilidade com flechas que determinam o crescimento e decrescimento,
chamada por Thomas Jr. e Finney (1988) de “envoltoria” formada pelas retas
tangentes dentro da qual a curva fica contida e indica seu formato. Com
relacdo ao seu discurso, o estudante utilizou uma expanséo do tipo logica,
formada por proposicdes validas matematicamente, tendo assim, um valor

I6gico de verdade.
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Figura 2: Esboco da curva da fungio y=x3-5x+7x-3
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Fonte: Pasa (2017, p. 277).

O tipo de discurso apresentado na figura 1, a partir de uma expansao
do tipo ldgica, ndo utilizando a expansdo em lingua natural para expressar
suas conclusdes, foi recorrente, podendo ser verificado também nas
construgdes das figuras 2 e 3, exposta a seguir. No caso da figura2,a TV, (x)
da fungdo é uma funcdo polinomial do segundo grau com duas raizes reais e

distintas, cuja analise do sinal foi realizada esbogando a parabola por meio
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das suas raizes e da concavidade, identificada pelo sinal do coeficiente a da
TVI,(x). E uma resolugio com valor logico de verdade, valor epistémico e
social.

O eshoco a seguir é da funcdo y = x3 + 3x, cuja TV, (x) ndo possui

raizes reais e a Gnica analise possivel é ada TV, (x).

Figura 3: Esboco da curva da funcdo y=x*+3x

L) LY )G"l‘w

Fonte: Pasa (2017, p. 278).

Para o esbogo da curva da fungdo y = x> + 3x, na figura 3, foi

necessario encontrar e analisar a TVI1,(x), uma vez que a TVI;(x) é sempre
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positiva e informa apenas que a curva é crescente. Para melhorar o esboco, o
estudante calculou a TV I,(x), a qual informa sobre os pontos de inflexdo e a
concavidade. Contudo, néo fica claro se o estudante utilizou a relacao entre a
TVI,(x) e a concavidade para esbocar a curva, pois ndo esta explicito se o
estudo do sinal da TV I,(x) foi realizado para avaliar a concavidade, mesmo

porque, também ndo é possivel concluir a partir do esboco final da curva.

Figura 4: Esboco da curva da fungio y=3x?-6x+3
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Fonte: Pasa (2017, p. 279-280).

Na figura 4 apresentada, o esbogo da curvay = 3x% — 6x + 3sedaa

partir de um discurso repleto de inferéncias, alternando a expanséo natural e



98

I6gica que demonstra 0 engajamento o estudante na comuni¢do de suas
conclusdes. Este mesmo tipo de discurso ¢ evidenciado na figura 5, a seguir,

que apresenta a construcao do esbogo da curva da fungdo y = x3 + 6x — 3.

Figura 5: Construcio do esbogo da curva da fungdo y=x>+6x-3
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Fonte: Pasa (2017, p. 280-281).
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Figura 6: Esboco da curva da funcéo y=x3+6x-3

+ 120

v

Fonte: Pasa (2017, p. 280-281).

A figura 5, que culmina no esbogo da figura 6, expde o raciocinio do
estudante que afirma que “a TVI,(x) e a TVI,(x) ndo foram muito precisas”,
0 que o levou a encontrar alguns pontos da curva da referida funcdo e localiza-
los no plano cartesiano a fim de tornar o grafico mais preciso. Esta atitude
evidencia o apego a abordagem ponto a ponto, mesmo compreendendo a
curva em seus aspectos variacionais, ainda assim, a necessidade de exatidao
se fez presente. No discurso desta construcdo, recheada de registros
algébricos, graficos e em lingua natural; fica evidente o ato ilocutdrio,
demonstrando o comprometimento do estudante em “se fazer entender”, com
a intencdo de organizar o pensamento e orientar o leitor. Este tipo de
construcdo, em que o ato ilocutdério enquanto funcdo do discurso € um
comprometimento do estudante, deve ser valorizada e incentivada no ensino
a fim de possibilitar aprendizagens mais significativas e atribuicdo de sentido

as solucdes apresentadas para quaisquer tipos de problemas matematicos.
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O material coletado referente as resolugdes dos estudantes, com
algumas particularidades, explicita o caminho alternativo trilhado de forma
coerente, fazendo uso de proposicdes validas segundo a argumentacao
matematica. Na maioria dos esbocos, percebemos um discurso com expansdo
do tipo logica, mesclando registros algébricos e graficos, mas utilizando
pouco a lingua natural. Evidenciamos que as unidades basicas simbolicas

foram identificadas e coordenadas com unidades basicas graficas.

CONSIDERACOES FINAIS

Analisar o caminho alternativo apresentado para estudar curvas de
funcBes perpassa a importancia do papel das representacdes semioticas na
atividade matematica. Dois aspectos sdo essenciais sobre as representacfes
semioticas: a questdo epistemoldgica de acesso aos objetos matematicos que
ocorre somente a partir das representacdes semioticas e a questdo cognitiva
da natureza da atividade matematica e funcionamento do pensamento,
relacionada aos “gestos intelectuais” (Duval, 2011b, p. 41) exigidos na
atividade matematica e descritos em termos de transformacbes de
representacdes semioticas.

Diante disso, um trabalho em sala de aula que leva em conta o ponto
de vista cognitivo em que a aprendizagem perpassa a analise dos gestos
intelectuais requeridos e necessarios de acordo com a teoria dos registros de
representacdo semiotica e que, além disso, avalia as conjecturas elaboradas
pelos estudantes, o estabelecimento de hipoteses, a designacéo de relacGes e
as inferéncias realizadas para que um problema seja resolvido, é de extrema

relevancia. Esse tipo de analise possibilita que o professor tenha um olhar
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diferenciado para o seu ensino, a elaboragéo e a correcdo das avaliagdes
matematicas.

A abordagem de esbocar curvas “ponto a ponto”, quando ¢ a Unica
trabalhada no ensino, pode tornar-se um processo mecanico que n&o
possibilita compreender as correspondéncias semioticas entre o registro
algébrico e gréafico, sendo assim, fonte de inimeras dificuldades. Esbocar
curvas na perspectiva do caminho alternativo é desafiador, pois perpassa uma
mudanca de concepcdo no ensino de Matematica como um todo. Por outro
lado, a compreensdo e o esbogo de uma curva a partir da sua variabilidade e
mediada pela utilizacdo da nocdo de infinitésimos no ambito do ensino médio
possibilita uma ampla e profunda compreensdo do conceito de funcéo
relacionada ao dinamismo, transformacdo e movimento inerentes a este
objeto matematico.

As resolucdes dos estudantes apresentadas expdem a forma como
estes conceberam o caminho alternativo e fizeram uso das relacdes entre
expressao algébrica e grafica da funcdo. A analise das funcdes do discurso e
suas operagdes presentes nas construcgdes dos estudantes evidenciam como 0s
estudantes designam objetos de conhecimento (como fazem, entendem e
procedem), de como ocorre o ato ilocutério, o qual permite a identificacdo
dos valores logicos e epistémicos das respostas/construcdes apresentadas
caracterizando e possibilitando uma forma de avaliacdo que ndo se limita a
olhar resultados e sim o processo. Além disso, € importante também para
analise dos modos de expansdo do discurso que permitem as inferéncias sobre
0s modos de pensar dos estudantes revelados nos discursos explicitados nas

construgoes.
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E necessario e urgente que se promova, no contexto do ensino médio,
um ensino de funcgdes e esbo¢o de curvas em sintonia com as possibilidades
de aprendizagem dos estudantes e, mais do que isso, com as necessidades
atuais em termos de conhecimentos demandados pelo cidaddo. Por isso,
iniciativas de refletir caminhos alternativos possibilitam que o ensino de
esboco de curvas seja permeado por diferentes olhares, formando um
conjunto de possibilidades que se complementam com potencialidades a

novas leituras e interpretacGes graficas.
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CAPITULO IV

ENSINO E APRENDIZAGEM DAS SUPERFICIES QUADRICAS
MEDIADO PELO GEOGEBRA: ARTICULACOES ENTRE A
ABORDAGEM DE INTERPRETACAO GLOBAL E A TEORIA DAS
SITUACOES DIDATICAS

Sérgio Florentino da Silva
Méricles Thadeu Moretti

Entre as superficies estudadas no Ensino Superior destacam-se as que
sdo conhecidas como quadricas (elipsoides; hiperboloides de uma e de duas
folhas; cones quadricos elipticos; paraboloides elipticos e hiperbdlicos
(selas); cilindros quéadricos elipticos, hiperbdlicos e parabolicos).

O ensino dessas superficies, comum nas disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral, ndo é simples e, ademais, sua aprendizagem possui um
grande custo cognitivo para os alunos. Diante dessa problematica, este artigo
tem como objetivo discutir como enfrentar tais dificuldades. Para tanto, do
ponto de vista da aprendizagem apoiamo-nos na abordagem de interpretacéo
global de propriedades figurais de Raymond Duval (1988). Para seu ensino,
sugerimos que a participacao dos alunos esteja em sintonia com elementos da
Teoria das SituacOGes Didaticas (TSD) de Guy Brousseau (2008). Nesse
enfrentamento propomos algumas atividades com o uso do software
Geogebra e discutiremos ainda que esse software, de forma dindmica,
interativa e experimental, € um facilitador na articulag&o entre a teoria semio-
cogntiva de Duval (1988) e elementos da TSD de Brousseau (2008).

De maneira ampla, segundo Brousseau (2008, p. 21) “a situacao
didatica é todo o contexto que cerca o aluno, nele incluidos o professor e o

sistema educacional.” Como caracteristica da TSD ndo nos limitamos a



105

apenas comunicar um conhecimento pois, mais do que isso, tentamos
anunciar as atividades e transferir a responsabilidades aos alunos. O termo
transferir refere-se a tentativa de compartilhar responsabilidades e ndo tem o
sentido de que o professor seja negligente no cumprimento de suas
atribuicOes. Nesse processo, o professor procede de tal forma que os alunos
aceitem a atividade como um desafio seu a ser resolvido. Enfim, trata-se do
que ficou conhecido como devolucéo de uma situacdo para os alunos. Nesse
caminho, aspira-se que surjam momentos em que os alunos trabalhem de
forma independente ou sem a “intervencdo direta” do professor. Para tanto, ¢
claro que o nivel das atividades que os professores elaboram ¢é tal que os
alunos possam, ao menos em parte, realizd-las. Essa ideia almeja o que

Brousseau (2008) chamou como situacdes a-didaticas. Com elas,

as concepgdes de ensino exigirdo do professor que provogue no aluno — por
meio da selegdo sensata dos “problemas” que propde — as adaptagdes
desejadas. Tais problemas, escolhidos de modo que o estudante 0s possa
aceitar, devem fazer, pela propria dinamica, com que o aluno atue, fale,
reflita e evolua. Do momento em que o aluno aceita o problema como seu
até aquele em que se produz a resposta, o professor se recusa a intervir como
fornecedor dos conhecimentos que quer ver surgir. O aluno sabe que o
problema foi escolhido para fazer com que ele adquira um conhecimento
novo, mas precisa saber, também, que esse conhecimento é inteiramente
justificado pela logica interna da situag@o e que pode prescindir das razfes
didaticas para construi-lo. (Brousseau, 2008, p. 35)

Como vemos, na TSD o processo de ensino e aprendizagem néo se
limita a apenas informar aos alunos os conhecimentos matematicos pois, ao
invés disso, da-se oportunidades para que os estudantes sejam ativos no
processo e incentiva-se uma forma de abordar em que eles participem de
atividades investigativas que, inclusive, possam testar, validar ou refutar

conjecturas e, paralelamente, desenvolver sua autonomia.
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ABORDAGEM DE INTERPRETAQAO GLOBAL DE
PROPRIEDADES FIGURAIS

As dificuldades na aprendizagem de graficos sdo reconhecidas por
Duval (1988) e para seu enfrentamento ele propde o que chamou de
abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais (também
chamaremos de abordagem de interpretacao global). Nesse artigo, escrito em
francés, o pesquisador expde teoricamente essa forma de abordar e, além
disso, detalha acerca da aplicacdo dessa teoria para o caso das funcdes
polinomiais do 1° grau. No Brasil, essa producdo foi traduzida pelo Dr.
Meéricles T. Moretti, lider do Grupo de Pesquisa em Epistemologia e Ensino
de Matematica (GPEEM) — UFSC, e esta acessivel em Duval (2011) sendo
que ele desencadeou numa sequéncia de pesquisas que analisou como usar tal
abordagem em outras curvas e em superficies.

Na abordagem de interpretacdo global, leva-se em consideracao as
propriedades globais da figura. Ela é feita com a discriminacdo e a
correspondéncia explicita das unidades significantes proprias a cada registro.
No caso do registro grafico, as unidades significantes, chamadas de variaveis
visuais, sdo figurais e indicam o que é visualmente diferente de modo
significativo. Para Duval (2009, p. 109), recorrendo ao classico principio de
oposicao de Ferdinand de Saussure, elas sdo “ ... puramente visuais e devem
corresponder as oposicOes qualitativas no reconhecimento visual da forma do
grafico ... ”. Metodologicamente, para a identificacdo das variaveis visuais e
consequentemente das unidades simbdlicas correspondentes (pertinentes as
representacdes simbdlicas - equacles), fazem-se todas as modificagdes
possiveis no registro grafico e observam-se quais delas geram modificagdes

no registro simbdlico. O processo no sentido inverso (do registro simbdlico
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para o grafico) ndo deve ser negligenciado e, assim, a abordagem de
interpretacdo global exige conversdes (mudanca de registro de representacédo)
nos dois sentidos do processo. Dessa forma, permite que se identifiquem as
modifica¢Oes possiveis conjuntamente na imagem e na equagéo.

Para o esboco de curvas do Ensino Superior utilizando a abordagem
de interpretacdo global Moretti, Ferraz e Ferreira (2008) propdem que seja

usado um software. A Figura a seguir apresenta essa proposta para o ensino.

Figura 1 - Esquema de conversao entre as representagdes simbdlicas e gréficas

Tratamento: cdlculo de
limite, derivada etc. . retacdo

o i A4
. onto 4€ = arais
m‘u;)r’\cdat\l‘s figur

0

Unidades de
base simboélica

Unidades de
base grifica

A Tratamento: reconhecimento
y de formas

Funcio:
representagio grafica

Obtido a partir
de um programa
informatico

Fonte: Obtido a partir de Moretti, Ferraz e Ferreira (2008).

Conforme indica a Figura anterior, Moretti, Ferraz e Ferreira (2008)
ndo tém como ideia a conversao direta de 4 _, 1 e, ao invés disso, em funcédo
da complexidade das curvas do Ensino Superior, outro caminho é sugerido.
A proposta, também utilizada por Luiz (2010) e por Moretti e Luiz (2010,
2014), é utilizar as unidades significantes das curvas do Ensino Superior com
0 uso da informética e fazer as operagbes 1 _,4e4_,3.,2. 1. Em resumo,

Moretti e Luiz (2014) esclarecem essa abordagem da seguinte forma:
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1_,4: a conversdo direta da representacdo simbdlica (1)
para a grafica (4) da funcdo por meio da informatica;

4 _, 3: tratamentos na curva (visuais inicialmente) em sua
representacdo grafica (4) para reconhecer e destacar as
unidades bésicas graficas (3);

2 . 1: tratamentos de célculo na fungdo em sua forma
simbolica (1) para determinar as unidades basicas
simbolicas (2) relacionadas as unidades bésicas gréficas

?i) 2: conversdo que confirma as correspondéncias entre
as unidades bésicas graficas (3) e as unidades bésicas
simbolicas (2). (p. 79)

Diferente da maneira como normalmente € utilizado um software no
ensino de matemética, dessa maneira ndo se limita a apenas digitar uma
equacdo num software e, a sequir, plotar o grafico sem, portanto, dar atencao
as unidades significantes e as conversdes em duplo sentido. Mais do que isso,
depois de feito a plotagem, segue-se o esquema que foi apresentado pela
Figura 1 e detalhado na citacdo anterior para, dessa forma, analisar os gréaficos
qualitativamente tendo as unidades significantes como referéncia. Dessa
forma, fazendo o uso paralelo entre os procedimentos algébricos subjacente
ao Calculo e a informatica, podemos articular as unidades significantes das
curvas e, claro, fazer conversdes em duplo sentido.

No caso das quadricas o uso da abordagem de interpretacdo global
possui dificuldades especificas na analise e identificacdo das variaveis
cognitivas. Essas dificuldades se devem, em primeiro lugar, ao fato de que as
quadricas incluem varios casos (elipsoides; hiperboloides; ... ) e, além disso,
cada um desses casos pode estar em posic¢des diferentes no sistema cartesiano
(paraboloide eliptico padrdo abrindo em z,; paraboloide eliptico padréo

abrindo em y_; ... ; paraboloide eliptico transladado; paraboloide eliptico
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rotacionado; ... ). Além disso, ha outras dificuldades graficas, geométricas e
algébricas que estdo detalhadas em Silva (2018) e Silva e Moretti (218a).

Diante dessas dificuldades para estar em sintonia com a abordagem de
interpretacdo global no ensino das quadricas propomos algumas adaptacoes.
Primeiramente tomamos variaveis visuais que permitem identificar/analisar
as diferencas e semelhancas tanto entre os varios casos de quadricas quanto
entre uma mesma quéadrica em posi¢cdes diferentes no sistema cartesiano.
Assim, consideramos as oposi¢des qualitativas que existem entre 0s varios
casos e as que sdo especificas de cada quadrica. Adiantamos que as
intersecdes com planos permitem tal analise/identificacdo. Para simplificar,
0s termos intersecdes com planos se referem apenas as intersecbes com
planos coordenados (1) e com planos paralelos aos planos coordenados (2).
No primeiro caso (1), elas se dividem em intersecdo com o plano xy,
intersecdo com o plano xz e intersecdo com o plano yz. No segundo caso (2),
de forma anéloga, elas também se dividem em 3. Em todas essas interse¢des
os valores visuais determinados sdo conicas. Mesmo que contrarie a pratica
pedagdgica recorrente, consideramos que todos os valores visuais
determinados por todos esses casos de intersecdes (ndo apenas as curvas de
nivel) sejam reconhecidos, pois o desconhecimento delas, que séo
desconstrucfes dimensionais que permitem visualizar dimensdes menores do
que trés, prejudica a visualizacdo da quadrica e, além disso, a identificacdo e
diferenciacdo tanto entre os varios casos de quadricas quanto entre uma
mesma quéadrica em posicOes diferentes no sistema cartesiano.

Note ainda que a visualizacdo de tais valores visuais (conicas) pode
ser custosa para os alunos devendo, assim, ser trabalhado no ensino. Como

exemplo de tal custo, considere as figuras do Quadro a seguir em que estdo
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registrados as interseces da sela de equacdo z = —x?2 + y? com planos de
equacdo z = k; k € R. Note que se k = 0, entdo o valor visual determinado
nas intersecdes sdo retas concorrentes (conica degenerada). JA nos demais
valores reais de k os valores visuais determinados séo hipérboles. Porém, a
direcdo que essas hipérboles abrem muda conforme k > 0 ou k < 0. No caso
das intersecbes com os planos de equacbes x =k e y=k;k €R, ha

complicadores analogos.

Quadro 1 - Intersecdes da sela (z = —x? + y?) com planos de equagio
z=k;k€E€R

Intersecdo da sela com o | Intersecdo da sela com o | Intersecdo da sela com o
planoz =k;k >0 planoz=k; k=0 planoz =k;k <0

2\

Fonte: Os autores.

Diante do que dissemos, a visualizacdo de tais intersecdes devem ser
considerada no ensino nado se limitando as curvas de nivel. Porém, em funcéo
do tempo de sala de aula, propomos que o citado reconhecimento seja feito
com algum software, como o Geogebra, para apenas uma das posi¢cdes que
cada caso de quédrica padrdo pode estar no sistema cartesiano. A partir dai,
as intersecdes das quadricas que estdo em outras posi¢cdes padrdo podem ser
entendidas usando o recurso das reflexdes em torno de planos. Em Silva
(2018) e Silva & Moretti (2018a) ha mais detalhamento sobre as reflexdes
(incluindo propriedades), aqui cabe apenas dizer que dada uma quadrica

numa das posicdes padrdo podemos determinar as outras posi¢des a partir de
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reflexdes. Assim, podemos estender o que soubermos acerca de uma das
quéadricas numa das posicdes padréo para as demais posicfes padréo.

Ainda com relacdo as intersegdes com planos, as correspondentes
unidades significantes simbdlicas sdo os termos quadraticos, os termos
lineares, os sinais dos coeficientes desses termos e o valor numérico do termo
independente (zero ou um) das equac@es das quadricas. Os Quadros 2 ao 7 a
seguir tratam do conjunto dessas unidades além de como elas estdo
combinadas. Neles, ao dizermos “termo quadratico com sinal
positivo/negativo” queremos dizer que o coeficiente desse termo ¢

positivo/negativo.

Quadro 2 — Unidades significantes simbdlicas das equacGes basicas dos
elipsoides padréo

Registro bésico simbdlico | 1°membro da|2° membro da
do elipsoide equacao equacéo
x? y? z? 3 termos quadréticos | Um s6 termo igual a
2 tz"1 com sinais iguais e 1
positivos

Fonte: Os autores.

Sabemos que um hiperboloide de uma folha padrao pode estar em trés
posicBes diferentes no sistema cartesiano (abrindo em z, em y ou em x) e que
conforme é essa posicdo ha uma equacao correspondente. Por isso ha trés
equac0es para essa quadrica no Quadro seguinte. O analogo também vale para

as demais quéadricas seguintes.
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Quadro 3 — Unidades simbdlicas dos hiperboloides de uma folha padréo

Registro basico simbodlico dos

hiperboloides de uma folha

1°membro da equacéo

2° membro da equacdo

x>y 7 3 termos quadraticos | Um s6 termo igual a 1
> 2 =1 sendo 2 com sinais iguais
a b c . .
2y 7 e positivos e 1 com sinal
_ =1 diferente e negativo.
a? p*
2 2 2
X< y° z
—otpte=l

Fonte: Os autores.

Quadro 4 — Unidades simbélicas dos hiperboloides de duas folhas padrao

Registro  basico  simbdlico  dos | 1°membro da equacéao 2° membro da
hiperboloides de duas folhas equacao
x? y? z? 3 termos quadraticos sendo 2
az pz iz 1 com sinais iguais e negativos | Um s6 termo
x? y? z? e 1 com sinal diferente e | igualal
a2 T pz ez positivo.
x2 2 Z2
Y _r_y

Fonte: Os autores.

Quadro 5 — Unidades significantes simbolicas dos cones quadricos

elipticos padrdo

Registro bésico | 1°membro da equagéo 2° membro
simbdlico dos cones da equacéo
quédricos elipticos
1x?  1y? 1z2 3 termos quadraticos sendo 2 com sinais iguais | Um s
2z " p2 2z e positivos e 1 com sinal diferente e negativo. | termo
1x2  1y? 122 Se multiplicarmos as equacdes por (-1) teremos | igual a 0
@z pz Tz T 0 | uma equagdo com 3 termos quadraticos sendo
1x2  1y? 122 2 com sinais iguais e negativos e 1 com sinal
“ Tt 2T 0 | diferente e positivo. O que é importante é que

em ambos 0s casos a variavel com sinal
diferente é a mesma.

Fonte: Os autores.



113

Quadro 6 — Unidades significantes simbdlicas dos paraboloides elipticos padréo

Registro bésico simbdlico dos paraboloides| 1°membro da 2° membro da
elipticos equacao equacdo
x? y? x? z? y? z%? |1 termo linear |2 termos
2=t | YT a2 | *T 2Tz |comcoeficiente | quadréticos  com
igual a1 mesmo sinal (sinal
positivo)
x?  y? x? z? y? z? |ldem 2 termos
7l =———— = —_-——— XxX=-—-—-—-——— L
2 YT T2 bz 2 quadraticos ~ com
mesmo sinal (sinal
negativo)

Fonte: Os autores.

Quadro 7 — Unidades significantes simbdlicas dos paraboloides
hiperbolicos padrao

Registro basico simbélico dos paraboloides 1°membro da ] 2° membro da
hiperbélicos equacdo equacdo
x? y? x? 22 |, o2 1 termo linear |2 termos quadraticos
=2l VT e 2 bz ¢z Jcom com sinais opostos
7 -
x2  y? x2 7% |y = Y 4 Z |coeficiente

= —— —_— = —— - 2 2 1;

z a2 + b2 y a2 2 b% ~ c?Jigualal

Fonte: Os autores.

Didaticamente, diferente da préatica de ensino recorrente em que se
limita a apenas apresentar as equagdes como um todo, a partir das unidades
significantes dos Quadros anteriores € semioticamente importante reconhecer
os elementos que constituem conjunto das unidades simbdlicas da equacao
além de como é a combinac&o desses elementos na equacao em questdo. Em
primeiro lugar, esse reconhecimento é fundamental para identificar as
oposicOes qualitativas das diferentes equacOes das quédricas. Ademais, é
desse conjunto/combinacéo que podemos analisar se havera ou ndo os valores
visuais elipses, hipérboles, pardbolas ou conicas degeneradas (0 conjunto

vazio; um ponto; uma unica reta; um par de retas paralelas; um par de retas
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concorrentes) nas interse¢cdes com planos. Inclusive, podemos “prever” o que
é definido na intersecdo de uma quadrica com um desses planos. Nesse
caminho, podemos entender semioticamente por que 0s registros simboélicos
e cartesianos se correspondem da maneira como conhecemos.

Como vemos, para que o ensino das superficies quadricas esteja em
sintonia com a abordagem de interpretacao global sugerimos, principalmente,
que o recurso das intersecdes com os planos esteja articulado a compreensao
de que os valores visuais determinados (elipses; parébolas; ...) dependem ou
sdo condicionados ao conjunto/combinacdo das unidades simbdlicas que a
equacdo correspondente possui. Esse reconhecimento é fundamental para a
diferenciacéo tanto dos diferentes casos de quadricas quanto de uma quéadrica
em diferentes posi¢cdes. Além disso, também propomos que ele seja
combinado ao uso de algum software, como o Geogebra (trataremos dele na
secdo seguinte), e ao recurso das reflexdes.

Algebricamente para o estudo da intersecdo de uma quadrica de
equacdo Q com um dos planos coordenados ou com um dos planos paralelos
aos planos coordenados costumasse substituir a equacdo do plano na
correspondente variavel de Q e, a sequir, fazer simplificacfes. Feito essa
substituicdo sabemos que a variavel da equacdo da quédrica que foi
substituida pela equacdo do plano se transformara numa constante e,
consequentemente, determinaremos uma equacdo com duas variaveis que ira
se referir a uma das conicas. No uso desse procedimento, mesmo que ele seja
algébrico, pensamos que é relevante considerar sua interpretacdo geometrica.
Chamaremos o referido de procedimento P. Como exemplo, para determinar
algebricamente a intersecdo entre o plano de equacdo z = 3 e a quadrica de

equacdo z = —x? + y2, basta substituir a equacdo desse plano na variavel
y
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z da equacéo da quadrica e, assim, ficamos com a equagdo 3 = —x? + y?% -
2 2

—x? + y? = 1. Note que essa Ultima equacéo é tal que no primeiro membro

ha dois termos quadraticos com sinais opostos e no segundo membro ha
apenas 0 nimero 1, ou seja, trata-se das unidades significantes simbolicas de
uma hipérbole. Logo, concluimos que na intersecdo em questdo
determinamos uma hipérbole contida no plano de equacdo z = 3. A primeira
figura do Quadro 1 representa no sistema cartesiano essa intersecao.

Outro elemento semiotico que pode contribuir para a abordagem das
quédricas € incluir nas conversdes 0s registros em lingua natural. Em Silva
(2018) e Silva & Moretti (2018b; 2018c) h& mais detalhamentos nesse
sentido. Neste artigo, discutiremos brevemente apenas o caso dos
paraboloides elipticos nas posicGes padrdo. Para essas quadricas, sabemos
que as intersecdes com planos paralelos a um dos planos coordenados
determinam infinitas elipses ou coénicas degeneradas. Genericamente,
chamaremos de eixo a 0 eixo coordenado perpendicular a esses planos e
indicaremos respectivamente por a, € a_ as partes positivas e negativas de
a. Voltando as referidas elipses, visualmente € significativo que os eixos
maior e menor (ou didmetro) dessas elipses aumentam de tamanho a medida
que elas se afastam da origem seguindo em a,. ou em a_. Para essas conicas
usaremos os termos “elipses com eixos aumentando” e note que o aumento
de seus eixos da a no¢do de que as quadricas correspondente estdo abrindo. A
partir da posicdo das “elipses com eixos aumentando” em relagcdo aos eixos
coordenados podemos reconhecer as diferentes posicdes padrédo e, ainda,

propor registros linguisticos conforme mostra quadro seguinte.
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Quadro 8 - Registros basicos em lingua natural para os paraboloides
elipticos padréo

Registros basicos em Variavel visual Unidades simbolicas
lingua natural correspondentes

Paraboloide eliptico | Elipses com eixos | A varidvel linear é a; as

abrindo em a,. aumentando perpendiculares” | varidveis  quadraticas  tém
ao semieixo a, . coeficientes positivos.

Paraboloide eliptico | Elipses com eixos | A varidvel linear é a; as

abrindo em a_. aumentando perpendiculares | variaveis  quadraticas  tém
ao semieixo a_. coeficientes negativos.

Fonte: Os autores.

Como exemplo, considere o paraboloide eliptico de equacdo

2

X ~ .z “ , s . -
y=-5- z?. Nessa equacdo a variavel linear é y e as variaveis quadraticas

tem coeficiente negativos. Logo, segundo o Quadro anterior, as elipses com
eixos aumentando sdo perpendiculares ao semieixo y_ e, portanto, a partir
dessas elipses podemos reconhecer a posicdo do paraboloide no sistema
cartesiano (veja o Quadro seguinte). Além disso, podemos usar 0s seguintes

registros linguisticos para essa quadrica: paraboloide eliptico abrindo em y_.

Quadro 9 - Registros do paraboloide eliptico padrdo de equacéo

y=—"3-4%
Registro basico Registro cartesiano Registro basico em lingua
simbolico natural
x? 5 Paraboloide eliptico abrindo em
y=-g 7 y-

Fonte: Os autores.
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No ensino a forma de abordar as questbes semio-cognitivas que aqui
discutimos podem ser articulas a elementos da TSD. Para tanto, o Geogebra

pode ser uma ferramenta interessante. A seguir discutiremos essa questao.

LIMITES E POSSIBILIDADES DO GEOGEBRA

Com relacdo as possibilidades do software Geogebra, ele permite
visualizar ao mesmo tempo os registros graficos, simbolicos e em lingua
natural das quédricas. Com comandos e icones simples, diretamente com o
mouse ou toque podemos analisar 0 que acontece com 0s registros graficos
ou figurais ao modificarmos os coeficientes do correspondente registro
simbolico. Da mesma forma também podemos movimentar, ampliar/reduzir
ou modificar as cores 0s eixos e dos registros graficos ou figurais das
quadricas. Assim, é possivel reconhecer e articular as unidades significantes
das quadricas e, claro, propor uma abordagem de interpretacdo global.
Durante esse reconhecimento e articulagdo os alunos podem de forma
dindmica, interativa e experimental assumirem ativamente o processo e,
inclusive, testar, validar ou refutar conjecturas e, paralelamente, desenvolver
sua autonomia o que, portanto, pode incluir elementos da TSD. Como vemos,
0 Geogebra contribui para que seja articulado a abordagem de interpretacao
global e elementos da TSD no ensino e na aprendizagem das quéadricas.

Do ponto de vista algébrico um facilitador, que ndo € possivel em
qualquer software, € que 0 Geogebra ndo exige que se usem as equacdes das
quadricas em sua forma paramétrica e, inclusive, pode-se usar as equacdes
implicitas. No Geogebra, as equactes podem ser digitadas diretamente sem a
necessidade de um comando especifico. Também é interessante o fato de que

0 Geogebra é gratuito. Outro ponto positivo é que ha uma grande quantidade
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de materiais pedagdgicos disponiveis na internet que tomam o Geogebra
como software. Como exemplo, acesse: tube.Geogebra.org.

Outra possibilidade é que o Geogebra permite criar cenarios. Os
cenarios sao apenas arquivos desse software em que previamente ja criamos
representacdes de alguns objetos. No cenario PARABOLOIDE ELIPTICO (a
Figura a seguir apresenta um recorte desse cenario), por exemplo, estdo
previamente registrados o0s registros simbolicos e graficos dos seis
paraboloides elipticos padrdo (cujas notacdes sdo Py, ..., Pg), dos planos
coordenados e dos planos paralelos aos planos coordenados (cujas notacfes
sdo PLANO,,PLANO,, PLANO5). Para visualizar qualquer um desses objetos
basta clicar, no canto esquerdo da tela, na bolinha que fica ao lado da notacéo
do objeto. Na figura a seguir, por exemplo, ja estdo selecionados P; e 0
PLANO?2 (por isso suas bolinhas estdo fechadas). No cenario em questdo as
equacoes dos PLANO,, PLANO, e PLAN O5 séo respectivamente z = k;,y =
k, e x = ks; kq, k,, € ks S80 nUmeros reais (quando essas constantes valem
zero temos os planos coordenados). Para fazer com que o plano indicado por

PLANO2 “se movimente” ao longo do eixo y basta modificar os valores de

k, =-0.05 . N
k, no controle deslizante (—®—). Com isso, claro, a equacdo do plano
PLANO?2 também se modificard. O Geogebra ainda é capaz de determinar

algebricamente e graficamente a intersecdo entre dois objetos como uma

quadrica e um plano (acesse o icone 8 ). Como vemos, nesse cenario
podemos visualizar de maneira bastante rapida os seis tipos de paraboloides

elipticos padrdo bem como as interse¢des deles com planos.
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Figura 2 - Recorte do cenério Paraboloide Eliptico

O PLANOy:z =1 | B2 - - =
= E — )
@ PLANO, y =1 e
E K =1
O PLANOj: x =1 K,Z. =¥
Ky =1
Quédrica < Bl

© Prod-yi+02+2=0
O Pyx+y?+02+2z=0 X,
O Pypx*-2Z2+y=10 : -1

O Ppx*+224y=0

i Q
O Pgy*+22+x=0 =

Fonte: os autores.

Quanto aos limites, deve-se estar atento ao fato de que o Geogebra
pode cometer falhas ao medir angulos ou até mesmo ao esbogar gréaficos.
Como exemplo, o registro grafico dado pelo Geogebraa f(x) = ’;2%24; X+ 2
é uma reta que inclui de maneira equivocada o ponto de coordenadas (2; 4).

Outro limite importante no uso do Geogebra é que ele ndo é capaz de
plotar graficos de superficies mais sofisticadas. Porém, estudos no sentido de
sanar esses problemas e outros tém sido feitos constantemente. Destacamos
ainda que a énfase do Geogebra é com o Ensino de Matematica e ndo com a

producdo de conhecimentos Matematicos.

PROPOSTAS DE ATIVIDADES DE ENSINO PARA AS QUADRICAS

Nesta secdo traremos algumas propostas de como abordar as quadricas
estando em sintonia com os referenciais tedricas que aqui adotamos. As
atividades que aqui propomos podem ser adaptadas para outras quadricas. Em

Silva (2018) ha diversas outras atividades. Antes de apresentar as atividades
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para os alunos sugerimos discutir o cenario que sera usado. Assim, ao abordar
os paraboloides elipticos padrdo primeiro devemos apresentar 0 cenario
PARABOLOIDE ELIPTICO (veja a Figura 2).

Nesse momento, o professor pode destacar que ha seis posicBes
padrdo para os paraboloides elipticos e que é possivel conjecturar que um
paraboloide numa das posi¢cbes padrdo pode estar em outras posicdes
recorrendo as reflexdes com planos. Feito as apresentaces iniciais, passamos
para as atividades como as seguintes.

Atividade 1: Abra o cenario PARABOLOIDE ELIPTICO, movimente o
plano designado como PLANO1 e, a seguir, conjecture o que é obtido na
intersecédo entre os objetos designados por:

a) P, eoplano PLANO1?

b) P, e o plano PLANO2?

c) P, eoplano PLANO3?

O quadro a seguir representa a solucdo da atividade 1:

Quadro 10 - Representa da solucdo da atividade 1

Representacdo da solugdo | Representacdo da | Representacéo da solucéo
do item “a” solucio do item “b” do item “c”

v

As intersecBes sdo elipses,

Ou Um ponto ou o conjunto | As intersegdes  sdo | As intersegBes sdo
vazio. Para visualiza-las | «parabolas paralelas ou | “parabolas paralelas ou
movimente 0 PLANO; . contida no plano xz”. contida no plano yz”.

Fonte: os autores.
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Nessa atividade os alunos podem, de maneira bastante rapida, fazer
conjecturas acerca da variavel visual mais importante para a aprendizagem
das quadricas: as intersecdes com planos. E possivel analisar as intersecdes
de P; (um dos 6 paraboloides elipticos padrdo) com os planos coordenados e
com os planos paralelos aos planos coordenados sem se limitar, portanto,
apenas as curvas de nivel. Note ainda que essa atividade nao inclui um estudo
algébrico mais formal acerca das intersecdes. Porém, é importante que tal
formalidade seja trabalhada em atividades subsequentes - em Silva (2018, p.
434) ha atividades nesse sentido. Outra ressalva é que em funcdo do tempo
de sala de aula propomos que o estudo completo das interse¢fes (conjecturas
feitas no Geogebra mais os célculos algébricos) seja feito apenas para um dos
seis paraboloides elipticos padrdo. Para os demais, pode-se recorrer ao
recurso das reflexdes e, assim, estender o que foi anteriormente estudado num
dos paraboloides para os demais. A seguir traremos outra atividade.

Atividade 2: Na atividade anterior vimos que as interse¢cdes de um
paraboloide eliptico padrdo com planos perpendiculares a um dos semieixos
coordenados determinam elipses. A partir do cenario PARABOLOIDE
ELIPTICO, conjecture:

a) O que acontece visualmente com essas elipses a medida que elas se afastam
da origem? b) Qual a diferenca visual entre a posicdo das elipses
determinadas em P; e em P,?

O Quadro a seguir representa a resolucdo da atividade 2.
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Quadro 11 - Representa da solucéo da atividade 2

Representacéo da Representacgio da solucdo do item “b”
solucio do item “a”

x _
Comparando essa figura com a figura ao lado vemos que a
As elipses aumentam o | Posicdo das elipses muda em cada tipo de paraboloide
tamanho de seus eixos (ou | eliptico. Em P; as “elipses sdo perpendiculares” ao
do raio) & medida que se | semieixo z, ja em P, as elipses sdo perpendiculares ao
afastam da origem. semieixo y_.

Fonte: os autores.

Apenas para facilitar a comunicacédo, depois que os alunos resolverem
essa questdo podemos definir que ao dizermos “elipse perpendicular ao eixo
a” queremos dizer que o plano que contém essa elipse € perpendicular a esse
eixo (o analogo vale para elipse paralela a um plano). Dito isso, podemos
discutir que para os paraboloides elipticos padrdo visualmente é significativo
o fato de que as intersecdes dessas quadricas com infinitos planos paralelos
entre si e perpendiculares a um dos semieixos coordenados determinam
“elipses perpendiculares a esse semieixo” que aumentam o tamanho de seus
eixos (ou do raio) a medida que elas se afastam da origem. Chamaremos
aquelas conicas de “elipses com eixos aumentando” e, com elas, temos a
impressdo de que os paraboloides estdo abrindo. A partir da posicdo dessas
elipses ainda podemos definir os registros em lingua natural do Quadro 8.
Nesse momento, sugerimos dar atencdo apenas aos aspectos visuais e
linguisticos e ndo aos aspectos algébricos (ha atividade 3 a algebra sera
trabalhada). Ainda na atividade 2 podemos dizer aos alunos que tendo como
base o conhecimento de que semieixo coordenado as “elipses com eixos

aumentando sdo perpendiculares” podemos diferenciar e reconhecer a
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posi¢do da correspondente quadrica no sistema cartesiano (o andlogo pode ser
feito para os hiperboloides de uma e duas folhas e para os cones quadricos
elipticos). Ainda podemos realizar conversdes envolvendo os registros em
lingua natural e gréficos.

A atividade 3 apresenta 0 Quadro 13 que sintetiza os registros em
lingua natural, graficos e simbdlicos dos 6 tipos de paraboloides elipticos
padrdo. Nessa atividade daremos atencdo aos aspectos algebricos desse
Quadro e os demais registros desse Quadro serdo usados na atividade 4.
Atividade 3: Considere as equacgdes do Quadro seguinte. Sem se ater aos
aspectos visuais e linguisticos, escreva quais as semelhancas e diferencas

entre essas equacoes.

Quadro 13 - Correspondentes registros dos paraboloides elipticos padrdo

Paraboloide eliptico Paraboloide eliptico Paraboloide eliptico
abrindoem z, abrindoem y, abrindo em x,.
z
y
] X
2 2 2
Xy x = y_z + Z—Z
zZ = ? + ﬁ b c
Paraboloide eliptico Paraboloide eliptico Paraboloide eliptico
abrindoem z_ abrindoem y_ abrindo em x_
Z z
/t<y "
X X Y
2 2
X y? y=-2 _Z
zZ=— ? - b—z aZ CZ

Fonte: Os autores.

Nossa intencdo com a atividade 3 é que os alunos reconhegcam
claramente as oposicdes qualitativas (semelhancas e diferencas) entre as

equacBes que neste artigo ja discutimos no Quadro 6. E a partir do
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reconhecimento de tais unidades significantes que os alunos realizarem
conversdes envolvendo os registros simbolicos. Para os professores tal
reconhecimento é 6bvio, no entanto, em Silva (2018) notou-se que para 0s
alunos isso ndo é bem assim sendo necessério, portanto, ndo o negligenciar.
Atividade 4: J& discutimos que para os paraboloides elipticos padrdo as
intersecdes com infinitos planos paralelos entre si e perpendiculares a um dos
semieixos coordenados determinam as “elipses com eixos aumentando”.
Analise o Quadro 13 e, com isso, conjecture como reconhecer a partir das
equacdes bésicas qual dos semieixos coordenados as elipses com eixos
aumentando sdo perpendiculares?

Nessa atividade esperamos que os alunos concluam que primeiro é
necessario identificar duas coisas: que variavel € a linear; qual € o sinal dos
coeficientes das variaveis quadraticas. Se a varidvel linear é a e as variaveis
quadréticas tém coeficientes positivos (negativos), entdo as elipses com eixos
aumentando sdo perpendiculares ao semieixo a, (a_). Assim, diremos
paraboloide eliptico abrindo em a, (a_). Note que finalmente podemos fazer
conversdes entre os registros graficos, em lingua natural e simbdlicos.
Atividade 5: Considere a sela de equagdo z = —x? + y? (representada no
Quadro 1). A partir das unidades simbolicas dessa quadrica (veja o Quadro
7), responda: por que as intersecdes entre essa quadrica com qualquer um dos
planos coordenados ou com qualquer um dos planos paralelos aos planos
coordenados ndo determinam elipses na posicao padrdo ou transladada?

Para responder a essa questdo recorrendo aos elementos semiéticos,
inicialmente podemos destacar para os alunos que em z = —x? + y? as
unidades significantes simbolicas sdo as seguintes: no primeiro membro da

equacdo ha um termo linear com coeficiente igual a 1; no segundo membro
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da equacgdo ha dois termos quadraticos com sinais opostos (1 positivo e o
outro negativo). Alem disso, sabemos que na equacéo candnica de uma elipse
na posicdo padrdo ou transladada devemos ter dois termos quadraticos com
sinais iguais num dos membros da equacdo. Dai, ¢ facil “prever” que é
impossivel determinar elipses nas tais intersec@es. Isso se deve ao fato de que
ao realizarmos o procedimento P em qualquer uma das variaveis da equacao
da quadrica nunca determinaremos dois termos quadraticos com sinais iguais
num dos membros da equagdo o que é o suficiente para provar a citada

impossibilidade.

CONSIDERACOES FINAIS
Mediados pelo Geogebra, neste artigo apresentamos atividades que

tém potencial para articular a abordagem de interpretacdo global de Duval
(1988) com os elementos da TSD de Brousseau (2008) que aqui tratamos.
Portanto, inferimos que tal aproximacao é possivel e que o Geogebra é um
facilitador em tal juncdo. Além disso, conforme o entendimento do professor
as atividades aqui propostas bem como o uso dos cenarios podem
integralmente ou a0 menos em parte serem propostas como tarefa de casa.
Especificamente quanto a TSD, podemos incluir outros elementos
dessa teoria na referida aproximacdo tais como a tipologia das situacdes
didaticas. Nessa tipologia, ha as seguintes situacdes: situacdes de acao;
situagdes de formulacdo; situacbes de validagdo; situacbes de
institucionalizacéo. Nas situacfes de acdo os alunos resolvem as atividades
realizando acdes mais imediatas e operacionais ndo sendo essencial explicitar

uma argumentacao mais teorica. Nelas, de acordo com Freitas (2002),
... hd sempre o predominio quase que exclusivo do aspecto experimental do

conhecimento. Este é o caso, por exemplo, quando na solugdo de um
problema de constru¢do geométrica o aluno se contenta com a solugéo
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apresentada exclusivamente através da realizagdo de um desenho utilizando
régua e compasso. (p. 78)

Nas situacOes de formulacgéo as solucdes apresentadas pelos alunos ja
apresentam explicitamente alguns modelos ou esquemas tedricos. Para isso,
os alunos tentam modificar sua linguagem habitual numa linguagem formal
mesmo que para isso possa ocorrer “... ambiguidade, redundancia, uso de
metaforas, criacdo de termos semioldgicos novos, falta de pertinéncia e de
eficacia na mensagem, dentro de retro-acdes continuas.” (Pommer, 2008, p.
7). Nessa fase, mesmo que possa ocorrer por parte dos alunos a intencao de
validacdo do que foi produzido bem como de seus porqués, isso ndo € exigido.

As situacbes de validacdo sdo caracterizadas pela utilizacdo de
mecanismos de prova. Nesse momento, rejeitasse ou confirma-se as
conjecturas das fases anteriores e h4, portanto, preocupacdo com a veracidade
do conhecimento. Aqui, segundo Brousseau (2008),

os alunos organizam enunciados em demonstragdes, constroem teoria - na
gualidade de conjuntos de enunciados de referéncia - e tanto aprendem a
convencer os demais alunos como a se deixarem convencer sem ceder a
argumentos retoricos, a autoridade, a producdo, a soberba, a intimidagdes
etc. As razfes que um aluno possa fornecer para convencer 0 outro, ou as
gue possam aceitar para mudar de opinido, serdo progressivamente
elucidadas, construidas, testadas, debatidas e acordadas. O aluno ndo s6 deve
comunicar uma informagdo, como também precisa afirmar que o que diz é
verdadeiro dentro de um sistema determinado. Deve sustentar a opinido ou
apresentar uma demonstracéo. (p. 27)

Nas situacdes de institucionalizacdo o professor fara sinteses que
garantem o carater de objetividade e universalidade do conhecimento. De
acordo com Freitas (2002, p. 83), “faz-se necessario igualmente estabelecer
as devidas correlagdes com outros saberes; essas sinteses sdo necessarias para

que possam ser reinventadas em outras situacdes.”
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As atividades que propomos utilizaram o Geogebra principalmente
com o intuito de contemplar as situacdes de acédo e de formulacdo, mas nossa
compreensdo € que o sistema de ensino ndo deve negligenciar momentos em
que se contemplem as situacOes de validacdo e de institucionalizagdo. Por
isso, de alguma maneira todas essas situagOes estdo presentes nas atividades
que aqui propomos. Em todo esse caminho, a abordagem semio-cognitiva de
Duval (1988) ¢é condi¢do necessaria para a aprendizagem das quadricas.

Finalizamos conjecturando que o sistema de ensino tem dado pouca
atencdo aos elementos da TSD o que, infelizmente, implica alunos menos

auténomos e mais dependentes do professor.
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CAPITULO V

ESBOCO DA PARABOLA POR MEIO DE TRANSLACOES NO
ENSINO MEDIO

Djerly Simonetti
Méricles Thadeu Moretti

Ao pensar na aprendizagem de matematica € fundamental
considerarmos o0s objetos de conhecimento envolvidos, pois, a aprendizagem
que ocorre é sobre um campo cientifico especifico que difere em muito de
outras areas. As especificidades que a matematica apresenta, seja de sua
complexa linguagem, de seu raciocinio ldgico, ou até mesmo de sua estrutura,
acabam influenciando no dominio dos objetos que o sujeito precisa adquirir.

A atividade cognitiva requerida pela matematica nao deve ser pensada
a partir dos conceitos envolvidos, mas sim, na importancia primordial das
representacdes semioticas (Duval, 2008). Sendo assim, precisamos
considerar que 0s objetos matematicos diferem de suas representacfes
semioticas, ou seja, € preciso ndo confundir o objeto representado com sua
representacdo (Duval, 2004). Por isso, para abordar o objeto parabola temos
gue em um primeiro momento elencar as atividades cognitivas presentes no
trabalho com suas diferentes representagdes.

Para tanto, neste artigo apresentamos resultados que discutem as
atividades cognitivas de tratamento e conversdo presentes no esboco da

pardbola por meio de translagbes com estudantes do ensino médiol.

! No presente texto apresentamos resultados parciais de uma pesquisa intitulada “Processos
algébricos no Esbo¢o de Curvas: o caso da parabola a luz dos registros de representacao
semiotica” (Simonetti, 2020).
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Entendemos que esbocar a parabola fazendo uso do recurso de translacéo
apresentado por Moretti (2008) contempla a perspectiva de uma
aprendizagem que leva em conta Registros de Representacdo Semiotica;
respaldo tedrico emergente na préatica de todo professor de matematica.
Sendo assim, abordamos, inicialmente, aspectos da teoria de Duval
(2004) sobre os registros de representacdo semiotica. Em seguida,
exploramos o recurso de translacdo no esboco da parabola de Moretti (2008)
considerando uma Interpretacdo Global das Propriedades Figurais também
elaborada por Duval (2011a). Apresentamos nossos encaminhamentos
metodoldgicos e descrevemos a atividade realizada pelos estudantes. Uma
analise da situacdo, em termos dos registros escritos produzidos pelos
estudantes é contemplada com intuito de explorar as discussdes em torno de

um ensino que prioriza as representacfes semidticas.

APRENDIZAGEM EM MATEMATICA PAUTADA EM REGISTROS
DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Como ocorre a aprendizagem em matematica? Para melhor explorar
essa questdo, € imprescindivel entendermos que

A matematica trabalha com objetos abstratos. Ou seja, 0s objetos
matematicos ndo sdo diretamente acessiveis a percepcao,
necessitando, para sua apreensdo, o uso de uma representacao. Nesse
caso, as representacdes através de simbolos, signos, codigos, tabelas,
graficos, algoritmos, desenho é bastante significativa, pois permite a
comunicagdo entre 0s sujeitos e as atividades cognitivas do
pensamento, permitindo registros de representacdo diferentes de um
mesmo objeto matematico (Damm, 2016, p. 169-170).

Ou seja, a aprendizagem em matematica estd atrelada aos seus
objetos, que por sua vez sdo objetos inacessiveis no concreto. Embora,

podemos trabalhar com eles por meio de suas representagfes. AS
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representacdes semidticas de um objeto ndo € o objeto em si. Portanto, é de
fundamental importancia ndo confundir o objeto representado e sua
representacao (Duval, 2008). O “conhecimento comega quando nao adotamos
mais uma representacao do objeto no lugar do proprio objeto” (Duval, 2011b,
p. 16).

H&a inumeras representacfes para um mesmo objeto matematico.
Dentre elas, hd algumas que possuem tantas semelhancas entre si que
podemos reuni-las em um Unico conjunto de representagdes. Como por
exemplo, podemos pensar nas representacfes y = x2-2x-3 e y = (x-3)(x+1) do
objeto parabola, ambas representacdes diferentes, mas, com mesma forma de
representacdo. Duval (2004) denominou conjunto de representacdes
semelhantes de registro de representacdo semiética. Assim, pela Figura 1,
podemos perceber que cada objeto matematico pode ser expresso em seus

diferentes registros de representacao.

Figura 1 — Objeto matematico e seus possiveis registros de representacéo

LiNGUA NATURAL /UBJETU MATEMAHCU\ OUTRO REGISTRO

[ REGISTRO GRAFICO ] REGISTRO ALGEBRICO ]

[ REGISTRO NUMERICO ]

Fonte: Os autores.

Para Duval (2004) todo registro de representacdo semiotica permite
trés atividades cognitivas: a formacdo de uma representacdo identificavel, o
tratamento e a conversao. Por isso 0s registros algébrico, grafico, numérico e

até mesmo a lingua natural, dentre outros registros precisam ser abordados
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nas aulas de matematica considerando se o sujeito esta realizando com éxito

as trés atividades cognitivas citadas. Vejamos alguns aspectos do registro

lingua natural em relacdo as trés atividades cognitivas. Considere a frase:
Seja uma figura plana com trés lados de medidas congruentes...

Estamos diante de um enunciado expresso em lingua natural. E um
registro de representacdo semidtica porque a formacéo ocorre ja que, em um
dado contexto, a frase ¢ aceitavel e, portanto, faz “evocar” um objeto. O
registro de representacdo dado é passivel de tratamento, uma vez que,
podemos trocar a frase por: “Seja um triangulo equilatero...”. Observe que
ainda continuamos com um registro de representacdo em lingua natural
mesmo apos a troca. E, por fim, se mudarmos a frase para a representacéo de
uma figura geométrica, estaremos, diante de uma atividade cognitiva de
conversdo, ja que a representacao final (figura geométrica) pertence a outro
registro. Diante disso, a lingua natural possibilita que as trés atividades
cognitivas se facam presentes, portanto € um exemplo de registro de
representacdo semidtica.

Em sintese, a formacdo é um processo que permite reconhecer a
representacdo produzida; o tratamento é uma transformacéo da representacéo
semidtica em outra representacao no mesmo registro; € uma mudanca interna
ao registro, e a conversdo € uma transformacdo da representacdo em outra
representacdo pertencente a um registro diferente, ou seja, € uma mudanca
externa ao registro de representacdo semidtica inicial (Duval, 2004).

Em muitas situacGes de sala de aula o que é proposto ndo propicia que
a atividade cognitiva de conversao se faga presente, prioriza-se muito mais as
atividades de tratamento, ou seja, o trabalho com transformacdes apenas

internas ao registro de representacdo. E mais, quando conversdes aparecem,
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elas ocorrem apenas em um sentido, da representacdo no registro A para a
representacdo no registro B, entendendo que a volta é imediata. Embora,
sabemos que a partir da teoria de Duval (2004) nem sempre é imediata a volta.
No préprio esboco da parébola, em geral, parte-se da equacdo (registro
algébrico) para uma tabela de pares de pontos cartesianos e, em seguida, para
o gréafico (registro grafico). E a volta? Do gréafico para a equagédo. Por que nao

realizamos no ensino médio? A seguir vamos discutir essa situagéo.

ESBOCO DA PARABOLA POR MEIO DE TRANSLAC}()ES E DA
INTERPRETACAO GLOBAL DE UMA CURVA

Em seus estudos Duval (2004, 2011a) nos chama a atencdo sempre
para os elos que existem entre diferentes registros de representacao semidtica
do mesmo objeto matematico. No caso da parabola, por exemplo, prevalece
o0 trabalho com a equacéo e o grafico. Em cada um desses registros existem
unidades significativas importantes e elas possuem relacao entre si.

Um olhar voltado para as unidades simbolicas significativas da
equacdo e para as unidades visuais do gréafico, considerando as possiveis
associacOes entre essas unidades caracteriza-se como uma interpretacao
global de propriedades figurais (Duval, 2011a). A interpretacdo global s6
existira de fato se as varidveis visuais forem discriminadas. “O conjunto
tracado/eixos forma uma imagem que representa um objeto descrito por uma
expressdo algébrica. Toda modificacdo desta imagem, que leva a uma
modificacdo na expressdo algébrica correspondente, determina uma variavel
visual pertinente para a interpretagdo grafica” (Duval, 2011a, p. 99).

Por isso que métodos como o apresentado na Figura 2, muito presentes

na maioria dos livros didaticos e em préaticas de ensino, como nos mostra Silva
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(2008), Correa e Moretti (2014), Menoncini (2017), ndo € o ideal em uma
Otica de interpretacdo global, j& que deixa de trabalhar com as unidades

significativas.

Figura 2 — Construgdo do grafico com auxilio de tabela

Gréfico da fungé@o modular
Vamos construir o grafico da fungao f(x) = |x|:

esex®» 0= f(x) = |x| =x esex<0=f(x)=|x| = —x

x

0 0
‘, . |

2

Fonte: Dante (2016, p. 97).

Duval (2011a) apresenta de modo organizado um estudo sobre a reta
a partir da abordagem de interpretacédo global de propriedades figurais. Nesse
estudo ele explica e indica claramente as variaveis visuais envolvidas na
representacdo grafica da reta, seus respectivos valores e unidades simbolicas
correspondentes, chegando a obter dezoito representagdes de varidveis
visuais. Contudo, ndo exemplificou o caso das outras curvas no plano
cartesiano, apesar de afirmar que poderia ser construido o estudo de modo
semelhante. Neste cenario Moretti (2008, p. 152) afirma que

[...] 0 uso de uma nogéo bastante simples como a translagdo pode
contribuir para que o esboco de curva mantenha-se bastante proximo
do procedimento que permite estabelecer correspondéncia entre
grafico e expressao algébrica. Essa transformacao possibilita que se
percebam mudangas tanto na posi¢do da curva quanto na expressao
algébrica correspondente.
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Uma varidvel visual pertinente para a interpretagdo gréafica existe
guando modificacgdes significativas na curva geram modificaces expressivas
na representacdo algébrica. Por exemplo, na Figura 3 a concavidade é uma
variavel visual grafica. Bem provavel, que seja uma das mais conhecidas e
trabalhadas em sala de aula. A varidvel visual no gréafico aqui discutida esta
diretamente ligada a unidade simbolica da equacdo coeficiente a em y = ax?

+bx + ¢, sendo a=0.

Figura 3 — Representacdo da varidvel visual gréfica concavidade

¥

X

1 0 1 2 3 4

1y = X2 -4X +4 y = -X2 +4x-4
Fonte: Os autores.

Ha outras variaveis visuais que se fazem presentes se considerarmos
apenas as possiveis translacdes no plano cartesiano. A representacdo grafica
da parabola com vértice na origem do plano que possui a seguinte
representacdo algébrica y = x2 ou, até mesmo, y = -x2 permite quatro
situacOes, a saber: translagdo na direcdo do eixo das abscissas (sentido
positivo ou negativo) e translacdo na direcdo do eixo das ordenadas (sentido
positivo ou negativo). S&o essas quatro situagdes que colaboram para discutir
a relacdo da representagdo gréafica com a expressdo algébrica de modo mais

transparente.
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A partir do momento que a parabola representada por y = x2 no plano
é transladada, ha alteracGes em sua equacdo. Admitindo a, m e k como
numeros reais e a=0, da forma canénica y = a(x — m)2 + k de uma parabola,
vamos modifica-la para y- k = a(x- m)2 e usar y- (xk)=a(x- (£m))2. Assim, y-
(xk) indica a movimentacdo, a partir da origem do plano cartesiano, no
sentido do eixo y de k unidades (ou fragdes da unidade de medida) para cima
(+) ou para baixo (). J& x- (xm) aponta para 0 movimento no eixo das
abscissas de m unidades (ou fracdes da unidade de medida) a direita (+) ou &
esquerda (-).

Com as translacgdes € possivel relacionar se as raizes existem ou néo,
sem ficar fazendo uso de férmulas, veja 0 Quadro 1. E quando direcionarmos
o olhar para a equagdo no formato y- (xk)=a(x- (xm))?, também € possivel

fazer essa analise.

Quadro 1 — Relagdo da existéncia de raizes com as translagdes

Translacdo acima do

eixo X

Translagdo abaixo do

eixo X

Sem transla¢do no eixo y

N&o hé raizes reais

Raizes reais distintas

Y- (+k) = axe y- (k) =ax
Raizes reais distintas Nao ha raizes reais
y- (+K) = -ax? y- (k) = -ax?

Raizes reais com

duplicidade

y = *a(e (Em)?

Fonte: Adaptado de Simonetti (2020, p. 51).

Sendo assim, vamos ilustrar que o uso da translacéo permite esbocar
o grafico da parabola em uma perspectiva de interpretagdo global de
propriedades figurais, sem fazer uma tabela com mais de dezoito variagdes

visuais.
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Primeiramente, vamos entender que, por exemplo, y = x? -2x -3 pode
ser representada graficamente se estiver em outro formato, porque, essa
representacdo ndo estabelece relacdo direta com a curva a ser esbocada.
Precisamos que a parabola esteja representada assim: y- (-4) = (x- (+1))2.
Sabemos que a pardbola y = x2 estd na origem do plano cartesiano e sua
concavidade é para cima - uma variavel visual importante - e sendo a equacao
y = x2 -2x-3 ja podemos afirmar de antemé&o que a mesma néo esta com vértice
na origem. Com o formato y- (-4) = (x- (+1))? vamos associar y- (-4) ao
movimento de quatro unidades para baixo no eixo das ordenadas, a partir da
origem. Assim, (x- (+1)) remete a um deslocamento no sentido do eixo das
abscissas de uma unidade para a direita. Em sintese temos o Quadro 2. Nele
podemos perceber que y- (-4) = (x- (+1))? possui maior relagdo com o esbogo
do gréfico do que y = x2-2x-3.

Quadro 2 — Esboco de uma parabola por deslocamento

y = X2-2%-3

y- (-4) = (x- (+1)

Translacdo  Translacdo no
noeixoy  sentido do eixo x

Fonte: Os autores.
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A passagem de y = x2-2x-3 para y- (-4) = (x- (+1))? exige o tratamento
da representacdo. Para se atingir o objetivo proposto basta fazer uso do
processo de completar quadrados, quando nao se tem um trinémio quadrado

perfeito na equagdo. Vejamos:

y = X%-2x-3 Q)

y = x2-2x+1-1-3 2)
y = (x-1y-4 ©)
y+4 = (x-1) (4)

y- (4) = (x- (+1)y ()

Um ponto interessante desta abordagem com translacdes é que ao
optar por ndo calcular o foco da parabola?, podemos ter de igual modo maior
precisdo no esboco se obtermos as raizes reais quando existem. Observem
que da expressao (4) que é y+4 = (x-1)2 ao considerar y = 0, chegamos em x’
=-lex” =3, 0s valores das raizes da parabola.

Considerando as translacdes da pardbola no plano cartesiano, €
possivel também expressar a representacdo algébrica da mesma. Vamos
ilustrar essa situacdo com um caso qualquer. Lembrando que, independente
da posicdo em que a parabola se encontra no plano cartesiano, a ideia é ir
transladando a mesma.

Para a Figura 4, como ndo estamos nos debrucando nos céalculos do
foco para obter o valor do a, apesar de poder ser feito, vamos considerar que
a parabola pertence a familia y = 3x2.

2 Em Moretti (2008) sdo apresentadas discussdes em torno do foco e da reta diretriz dentro
da abordagem de translacdo para o eshoco da parabola.
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Figura 4 — Representacdo gréafica de parabola

@

Fonte: Os autores.

Diante disso, podemos perceber que essa parabola foi translada da
origem 2 unidades para a esquerda no eixo das abscissas, portanto, temos a
seguinte equacdo para essa movimentacdo y = 3(x- (-2))2. Agora, também
podemos observar que houve uma translacdo na vertical de 4 unidades para
baixo, tendo o vértice as seguintes coordenadas (-2, -4), 0 que acarreta na
representacdo y- (-4) = 3(x- (-2))2 Caso seja de interesse, é possivel
reescrever no formato mais usual y = ax2 +bx +c; ap6s algumas manipulacdes
algébricas teremos y- (-4) = 3(x- (-2))? <= y = 3x2 + 12x +8.

Com isso, discorremos sobre a possibilidade de trabalhar o esbogo da
parabola por meio de translacdes, sem deixar de estabelecer as conexdes
existentes entre a curva representada e a equagédo considerando as unidades

visuais e simbdlicas, ou seja, fundamentando em uma intepretacdo global das
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propriedades figurais. E mais, sendo possivel passar da representacdo
algébrica para a representacdo grafica, bem como, da grafica para a algebrica,
de modo mais espontaneo. Nesse caminho, chegamos ao que Duval (2004)
denomina de coordenacdo entre registros: “a manifestagdo da capacidade do
individuo em reconhecer a representacdo de um mesmo objeto, em dois ou
mais registros distintos” (Henriques, & Almouloud, 2016, p. 470). A seguir
apresentamos a primeira experiéncia com esse processo em turmas do ensino

médio.

ALGUNS REGISTROS REALIZADOS NO ENSINO MEDIO

Na presente secdo vamos apresentar alguns registros de uma atividade
realizada no ano de 2019 com estudantes do ensino médio de uma escola
publica de Santa Catarina - Brasil. Foi realizada uma primeira experiéncia
fazendo uso do processo de translacdo para o esboco da parabola,
considerando a interpretacdo global. Alguns apontamentos sob o viés da
Teoria Registros de Representacdo Semiotica serdo considerados com a
finalidade de discutir as atividades cognitivas de tratamento e conversdo
presentes nesse esboc¢o de acordo com 0s registros.

Aqui estamos considerando um recorte da atividade. Apenas a
avalicdo final serd analisada. Em um todo a atividade esteve fundamentada
com alguns elementos do referencial tedrico metodoldgico Engenharia
Didatica de Michéle Artigue (1996) para manter o estudo incorporado a
parametros criteriosos de pesquisa. As atividades ocorreram com duas turmas
do 1° ano, uma com 20 estudantes e a outra com 32 estudantes.

Estabelecemos que o trabalho com o esbogo da parabola seria no
ambito do proprio contexto matematico. Concordamos com Ponte e
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Quaresma (2012) quando afirmam que o contexto matematico é o universo
experiencial associado a atividade, o qual remete para o universo matematico
e ndo remete a vida quotidiana do estudante.

Diante disso, a atividade avaliativa teve duracdo de uma hora-aula (45
minutos), na qual o estudante deveria analisar cada questdo fazendo uso
adequado de algum aspecto do objeto matematico necessario para obter a

solucdo. A avaliacdo apresentou as seguintes questoes:

|. Para cada representagio algébrica da parabola a segquir. esboce o gréfico
considerando as translagies em relagdo & origem do plano cartesiano e o processo de completar

quadrado.
a)y=3x*-12x+14 b)y=x*-Bx+1 o)y =-4x? - 8x

2. Para cada representagdo gréfica a sequir escreva a equagio correspondente.

a) b) Considere y = 3x2

—_t
L
o

Na avalia¢do ainda continha um item c¢) na questdo 2 com o gréafico de

uma reta, mas, pensamos que aqui podemos focar apenas no que se refere a



142

pardbola. Observamos que na questdo 1 estamos diante de trés equagdes com
formatoy = ax2 + bx + ¢,y =x2+ bx + c e y = ax2 + bx. Deixamos de fora o
caso y = ax? + ¢ por considera-lo com menos tratamentos necessarios.

Na Figura 5 podemos observar um dado importante que o proprio
Duval (2004) menciona. A aluna realiza a conversdo da representacao
algébrica para a representacdo grafica, mas, uma variacao visual importante,
a concavidade, ndo é levada em consideracdo, nem o intercepto y. Ou seja, no
processo de conversdo, a coordenacgéo entre as diferentes representacfes do

objeto matematico em questdo ainda ndo foi concretizada.

Figura 5 — Conversdo entre representacdes de registros diferentes

= 9 2 ()
o) V= =ttt 4_Y
o) " Y, SRV |
Y= ( ¢l +3)
FO G L L / o S
YRR LE™-9X +4-4+3 )
O =4x+49 ,=1)
’
J= N ) L
- o) - el [
1 4 ! t t L
| B £
’} ./
( —( S QC-¢V
r,"/u;/
174

Fonte: Os autores.

Nesse caso, somente a compreensdo de cada uma das variaveis visuais
gréaficas colabora para o sujeito que desenvolve a expressao y = 3x2 -12x +9
perceber se a expressdo final de fato faz sentido. Sabendo que ha raizes reais
(Figura 6) e que a parabola era concava para cima, ndo seria possivel as
coordenadas do vértice ser (-2, 3) como a estudante registrou.
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Especialmente, na equacao y- (-3) = 3(x- (+2))? temos as relagdes com
0s movimentos da pardbola no plano cartesiano, podemos indicar a
concavidade da parabola, embora, é preciso retornar a equacao inicial y = 3x?
-12x +9 para relacionar com a variavel visual intercepto y. Por isso que, como
cada representacdo semidtica evidencia alguma variacdo visual diferente, ou
seja, nem sempre a mesma variacdo € ressaltada, que entendemos a
importancia desse processo de esboco por meio de translacbes. O processo
corrobora para ampliar o repertorio de diferentes registros de representacéo,
bem como, permitir o reconhecimento do mesmo objeto em diferentes
representacdes.

Figura 6 — Processo para obter as raizes da parabola

j 120

2 =2(0C

Fonte: Os autores.

Estamos diante de um problema nédo sé de incompreenséo de todas as

variaveis visuais, mas também, de tratamento. E possivel constatar (Figura 5)
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qgue ha certa dificuldade principalmente relacionada aos membros da
igualdade (o 3 estava subtraindo de um lado e ‘passou’ para o outro lado
subtraindo no registro da estudante) e sobre a relacdo das equacdes entre si (a
ultima equacdo, y- (+3)=3(x- (-2))?, ndo esta de acordo com a penultima, y-
3=3(x-2)?, no registro apresentado).

Apesar disso, percebemos que a estudante realiza as passagens passo
a passo de uma equacéo a outra. E reconhecer que ali ndo ha um trindbmio
quadrado perfeito e até mesmo completar quadrados ocorreu com facilidade.
Entdo, o procedimento de esboco da pardbola por meio de translagdes se
mostra um processo adequado para o0 objetivo proposto.

Contudo, um dos maiores obstaculos na questdo 1 foi justamente no
tratamento. Em diversos registros dos estudantes presenciamos 0 nao
reconhecimento de trinbmios quadrados perfeitos. Em contra partida temos
que os estudantes os quais realizam com éxito a questdo 2, nao
necessariamente atingiram a mesma eficacia na questdo 1. Como exemplo,
temos o registro de uma estudante - Figura 7, a qual ndo realizou o tratamento
necessario, e nem as conversdes na questdo 1, mas, na questdo 2 fez com total
acerto.

Figura 7 — Tratamento e conversdo realizados

n' To_!(l—f(‘tg)jé
§=-1 (%-3) . (x-3)
S { 5wl L, TR

/ P ” o\
2-3( - 60+9)

Fonte: Os autores.
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Sendo assim, podemos afirmar, de modo geral, os estudantes que de
fato compreenderam o objeto foram o0s que obtiveram sucesso nos trés itens
da questdo 1, e por mais que houve muitos acertos no item b) da questéo 1,
iss0 ndo pode ser visto de modo isolado. H& sim uma lacuna na compreenséo
do objeto como um todo. Até mesmo Duval (2008, p. 27) pondera que

Do ponto de vista cognitivo, os acertos elementares ndo sao
determinados por cada item separadamente, mas por reagrupamento
de itens, porque esses acertos sé podem ser definidos em termos de
discriminacao: € necessario ser capaz de reconhecer no que diferem
duas representacOes cujas componentes significantes, salvo uma, séo
as mesmas, ou que superficialmente parecem diferir somente por uma
Unica componente, a qual na realidade combina duas diferencas.

J& na questdo 2 vale pontuar que a conversdo da representagdo grafica
para a algébrica sendo da forma y- (k) = a(x- (m))? (Figura 7) foi a operacéo
cognitiva com menos custo realizada pelos estudantes. Da mesma forma o
tratamento, ja que Duval (2015, p. 39) aponta que o desenvolvimento de um
produto como (X-m)? “¢ uma operagdo que se comeca e que se desenvolve
automaticamente aplicando uma sequéncia de operagoes (...). Eu vejo, eu
faco, eu passo ao termo seguinte”.

Verifiguem o rascunho utilizado pela estudante na questdo 1 mesmo
apos ter completado quadrados de modo adequado. Ela buscou confirmar que
a substituicdo do trindmio quadrado perfeito realizado estava de acordo —

Figura 8.
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Figura 8 — Desenvolvimento de trindmios quadrados perfeitos
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Fonte: Os autores.

A nosso ver entendemos que possivelmente o desenvolvimento de um
trinbmio quadrado perfeito € um processo de tratamento o qual se da maior
énfase nos anos finais do que a fatoragéo, a passagem de ax?+bx+c para (x-
m)?, 0 que justificaria o sucesso, pela maioria dos estudantes, no tratamento
da questdo 2 somente. Da mesma forma podemos cogitar sobre o0 nédo
reconhecimento de que cada uma das representacbes de equagdes no
tratamento diz respeito a0 mesmo objeto, ideia essa nem sempre abordada na
escola.

Especificamente sobre a conversdo pontuamos que a quantidade de
varidveis visuais graficas ainda é numerosa, portanto, o fator tempo de
aprendizagem é um elemento com certa relevancia nesse processo para
compreendé-las. Embora, percebemos que foi possivel os estudantes
trabalharem com o esboc¢o da parabola por meio de translacdes e relacionar

as unidades significantes dos dois registros considerados.

CONSIDERACOES
Uma das preocupacfes em muitas pesquisas é estabelecer que os
objetos da pesquisa tornem-se objetos de ensino. No presente artigo, temos

indicios de que a Teoria de Registros de Representagdo Semiotica, em
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especial a interpretacdo global de propriedades figurais possibilita discutir o
ensino, e mais, a aprendizagem em torno do objeto parabola.

Duval (2008) ao questionar qual 0 método para pesquisar processos
de aprendizagem, afirma “é necessario distinguir cuidadosamente o que
sobressalta no tratamento em um registro e aquilo que sobressalta em uma
conversao” (p. 24). Por isso, concluimos que o esbogo da parabola por meio
de translacGes permite fazer essa distin¢do, 0 que enriquece a apreensdo do
estudante em relagdo ao objeto trabalhado, j& que se busca uma analise do
todo da curva, e ndo apenas pontual.

Diante disso, buscamos apresentar resultados que discutem as
atividades cognitivas de tratamento e conversdo presentes no esboco da
pardbola por meio de translacbes com estudantes do ensino médio.
Encontramos que no tratamento ha dificuldades para reescrever um trindbmio
quadrado perfeito com trés termos para o formato no qual temos algo ao
quadrado. Bem como, entender que cada nova equacdo ainda diz respeito ao
mesmo objeto matematico. E na conversdo entram em cena as variaveis
visuais, o reconhecimento delas acaba garantindo a conversdo. Os estudantes
apresentaram muito mais dificuldades no tratamento do processo do que na
conversdo, o que denota que a abordagem em si ndo é tdo complexa para o
nivel dos estudantes. Atribuimos a referida facilidade ao recurso que Moretti
(2008) propde para as conversoes: translagoes.

De todo modo, percebemos que somente quando o estudante faz uma
coordenacdo entre os diferentes registros é que a compreensédo do objeto de
fato acontece. Portanto, pensamos que 0 processo aqui abordado, de esboco
da parabola por meio de translagfes, € um caminho que possibilita um olhar
direcionado do estudante para as unidades significantes de cada registro.
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Contudo, falta ainda que no ensino médio o esbogo de curvas seja discutido
no ambito das representacdes semidticas, uma vez que, 0s gestos intelectuais
apresentados pelos estudantes no fazer matematica sdo de natureza semio-
cognitiva, visto que, sé assim chegamos mais proximos de ndo confundir o

objeto representado com sua representacao.
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CAPITULO VI

DESIGN TEORICO DO PENSAMENTO GEOMETRICO

Carine Scheifer
Celia Finck Brandt

A teoria de Raymond Duval sobre os Registros de Representacdo
Semidtica € bastante complexa, extensa e repleta de termos especificos de
uma abordagem cognitiva de aprendizagem. As pesquisas encontradas no
ambito do desenvolvimento cognitivo da Geometria, normalmente sao
desenvolvidas com base em aprofundamento de alguma das diversas
especificidades da qual trata essa Teoria. Neste artigo, porém, o grande
diferencial é o fato de estar contemplado em um mesmo trabalho a maioria
dos aspectos proposto por Raymond Duval a respeito da aprendizagem da
Geometria, de forma compilada e de facil acesso.

Portanto, este artigo é uma exposicdo de um dos resultados da
pesquisa de mestrado intitulada Design metodoldgico para andlise de
Atividades de Geometria segundo a Teoria dos Registros de Representacao
Semiotica (Scheifer, 2017). Trata-se do Quadro Tedrico compilado durante a
referida pesquisa com uma sintese das especificidades requeridas no ensino
da Geometria sob o ponto de vista cognitivo da teoria de Raymond Duval
(2004, 2005, 2011, 2012a, 2012b, 2013).

As especificidades sdo as categorias que compdem o Quadro Tedrico.
Em cada categoria ha muito que ser explorado para além desse artigo, devido
a complexidade da Teoria dos Registros, portanto este quadro ndo pretende
esgotar nem em numero de categorias, nem em aprofundamento de cada

categoria o0 estudos sobre o pensamento geométrico. Ao invés disso, este
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quadro, denominado Quadro Teorico do Pensamento Geométrico, pode
facilitar um acesso pratico, operacional e didatico para conhecimento das
ideias que o autor propde em seus diversos trabalhos de pesquisa a respeito
da maioria das especificidades da Geometria. As categorias propostas no
quadro sdo apresentadas de forma sucinta, a fim de possibilitar uma visao
geral e panordmica do que o autor considera importante para o0
desenvolvimento do pensamento geométrico.

Uma das inimeras utilizacBes possiveis para esse Quadro Teorico é
de subsidiar teoricamente a organizacédo do ensino da Geometria, bem como
a elaboracéo de questdes e atividades para desenvolver com os alunos. Outra
possibilidade é a analise de materiais elaborados para o ensino e a avaliacédo
referente 8 Geometria, pois permite ao professor ter uma visdo mais ampla do
que esta sendo valorizado ou deixado de lado no processo de ensino e de
aprendizagem.

Na pesquisa original (Scheifer, 2017) foram analisadas questdes da
Prova Brasil, e concluiu-se que tais questdes ndo sdo suficientes para avaliar
0 desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos, pois as
especificidades da aprendizagem da Geometria estdo contempladas de
maneira incompleta nessas questdes, reflexo, portanto de um ensino de
Geometria fragilizado e sem fundamentacdo teorica, que é fruto também de
livros didaticos mal elaboradost. A elaboracdo de questbes para avaliagdes
em larga escala precisa ser feita de forma pontual e objetiva, sem

interferéncias de varidveis que possam atrapalhar a verificagdo do

L Eis algumas pesquisas sobre analise de livros didaticos fundamentadas pela
Teoria dos Registros: Carvalho, 2008; Ordem, 2010; Rodrigues, 2011; Silva,
2014; Kluppel, 2012.
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desempenho dos alunos, além disso, é necessaria uma organizacao prévia
sobre o que e como avaliar, bem como as possibilidades resolutivas para
elaborar os extratores. E 0 que se percebe com a analise feita sobre a Prova
Brasil, é que esse processo parece estar bastante debilitado por parte dos
educadores. O desempenho dos alunos nos mostra que mesmo em questdes
que pareciam simples e elementares e que nédo exigiam habilidades cognitivas
complexas e elaboradas, os alunos apresentavam alto indice de erro. Ou seja,
para os alunos que ndo desenvolveram as habilidades basicas necessarias para
resolver questbes de Geometria, algumas atividades simples sdo, para eles,

cognitivamente complexas.

COMPILAQAO DO QUADRO TEORICO DO PENSAMENTO
GEOMETRICO

Na Geometria ha uma originalidade que difere de outras atividades
matematicas, trata-se da necessidade de coordenacdo entre os tratamentos
figurais (o registro da figura e suas propriedades) e o discurso tedrico em
lingua natural (enunciados, definicGes, teoremas, propriedades) (DUVAL,
2004, p.156).

Duval (2004) afirma que “ver” uma figura em Geometria ndo ¢ algo
simples, e por isso precisa ser ensinado. Um registro figural é constituido por
unidades figurais elementares (ponto, reta, plano) que, articulado ao discurso
teorico deste registro, permite diferentes tratamentos figurais (ver categorias)
e tratamentos matematicos (operacdes aritmeticas e/ou algéebricas), bem como
modificagdes (Oticas, posicionais, mereoldgicas) das figuras obtidas,
conforme veremos a seguir.

Para ver matematicamente uma figura ou um desenho € preciso mudar

o olhar sem precisar mudar a representacdo no papel. E necessario também



153

estar atento a passagem da dimensdo fisica & dimensdo representada
(fisica/representada), conforme as situacdes que Duval (2011, p. 86) coloca:
maquetes de cubo (3D/3D), gabaritos (2D/3D), fios estendidos ou um raio de
laser (1D/3D).

O Quadro Tedrico do Pensamento Geométrico compilado com as
especificidades é bastante sucinto, portanto, para melhor compreensédo de
cada categoria, a leitura dele deve ser feita concomitantemente com as breves

descri¢des que virdo na sequéncia.

Quadro 01 — Quadro Tedrico do Pensamento Geométrico
Indicador da
atividade indices Descricéo
cognitiva

Forma (linha reta ou curva),
contorno (aberto ou fechado),
variacao de tamanho, orientacao,

Qualidade —

1. Configuracdo | determinada por
global: Unidades caracteristicas

figurais _ .etc.
elementares _ Cub,os, plrarr,udes, esferas (3D),
Dimensao poligonos, circulos (2D), retas,

curvas (1D) e pontos (0D).
Botanista - reconhecer o contorno das

. formas.
Olhar iconico - - ~
Agrimensor - propriedades sdo as
2. Evolucéo dos mobilizadas para fins de medidas.
olhares Construtor - se forma no uso de
instrumentos.

Olhar n&o icdnico -
Inventor - opera sobre a figura e a

modifica.
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Continuagdo do Quadro 1

3. Maneiras de
ver

Justaposicao

Um losango e um
retangulo (2D/2D)

Superposigéo

2 pentagonos e 1
losango (2D/2D)

Unidades figurais

Exemplo:
10 segmentos de
reta ou 8 retas
subjacentes

"\
< 2
N
(1D/2D)

4. Apreensdo dos
registros figurais

Perceptiva

Na qual se opera o reconhecimento das
diferentes unidades figurais que séo
discerniveis em uma figura dada.

Operatoria

Na qual se operam modifica¢Ges na
figura do tipo: Mereoldgica (modifica
uma figura sem modificar sua
dimensao), Gtica (ver em profundidade
ou em perspectiva) e posicional
(deslocamento em relagéo a um
referencial).

Discursiva

Na qual se opera a coordenacao entre
figura e discurso.

Sequencial

Solicitada em atividades de construcéo
ou em atividades de descricéo.

5. Tipos de
problemas —
resulta da
articulacdo das
apreensoes
requerida na
resolucéo

Figura geométrica

Articulacdo entre as apreensdes
perceptiva e discursiva.

Articulagéo entre as apreensdes

Visualizagdo . s
perceptiva e operatdria.
Heuristica e Aurticulacdo entre as apreensdes
demonstracao perceptiva, operatoria e discursiva.
x Articulacdo entre as apreensdes
Construcao

perceptiva, discursiva e sequencial.

Fonte: Quadro retirado de Scheifer, (2017).

CATEGORIA 1 - Configuracéo global: Unidades figurais
elementares
Toda figura apresenta valores que Duval (2004, p. 157) classifica em

dois grandes tipos de variacdo visual. Uma que trata da qualidade da figura,

determinada por caracteristicas, tais como: forma (linha reta ou curva),
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contorno (aberto ou fechado), varia¢do de tamanho, orientagéo, etc. Outra que
se refere a dimenséao que a figura apresenta, como cubos, piramides, esferas
(3D), poligonos, circulos (2D), retas, curvas (1D) e pontos (0D). Em uma
figura geométrica, a caracteristica que se destaca é a forma, ela é essencial
para determinar uma unidade de base representativa. O cruzamento desses
valores permite definir as unidades figurais elementares, conforme a

classificacéo apresentada pelo autor na Figura 1.

Figura 1 — Classificagdo de unidades figurais elementares

OBJETO VISIVEL
dimensio 0 dimensao 1 dimensdo 2
linha zona

. N T

forma retilinea  forma curva  forma retilinea forma curva

i i ) aberta  fechada aberta fechada
reta ou segmento arco angulo, cruz triangulo SUEVE GO redondo,
ponto de reta curva ’ quadrado ponto duplo  Oval
retangulo

Fonte: Duval (2004, p.159).

As figuras apresentam uma heterogeneidade de unidades figurais e
de diferentes dimensdes, conforme pode ser observado no exemplo do quadro
a sequir, que apresenta uma representacdo de um quadrado tracado por uma

de suas diagonais.

Quadro 2 — Exemplo de unidades figurais elementares de um registro figural

Unidades figurais elementares presentes na figura:
- 1 quadrado (2D)
- 2 tridngulos (2D)
- 5 segmentos de reta (1D)
- 4 pontos (0D)

Fonte: as autoras.
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A articulagdo do registro das figuras com o discurso matematico
exige uma mudanca continua de dimensdes a fim de discernir as unidades
figurais, isto porque, enquanto a percepcdo automatica das figuras se da na
dimensao 2, as aplicagdes de defini¢des e de teoremas se fazem em unidades
figurais de dimensdes 1 e 0. Este é um fendmeno geral ao qual é atribuida a
complexidade da atividade geométrica e que deve ser superado para que
realmente haja aprendizagem. Isto explica a dificuldade dos alunos nas tarefas
que exigem a descricdo de figuras geométricas. Nessas tarefas o aluno deve
passar do registro figural para o registro discursivo, portanto a apreenséo do
fendmeno apresentado acima € indispensavel. A maioria dos alunos nédo
emprega um vocabulario correto, ndo reconhece a interseccao de retas como
sendo um ponto, troca termo como redondo no lugar de circulo, e também
ndo consegue identificar corretamente os objetos representados. Com base
neste tipo de atividade, o autor constatou que os alunos evitam a0 maximo
transformar uma unidade figural de dimensdo 2 em uma configuracdo de
unidades figurais de dimensédo 1 e 0 (Duval, 2004, p. 160-161).

CATEGORIA 2 - Evolucédo dos olhares
Aprender a olhar, segundo Duval (20052 apud Moretti, 2013, p. 293),

exige que passemos do olhar iconico para o olhar ndo-iconico seguindo o
percurso que se inicia no olhar Botanista, evolui para um olhar Agrimensor,
seguido do Construtor, e finalmente o Inventor.

a. Botanista: é aquele que permite reconhecer o contorno de formas,

diferenciar um triangulo de um quadrilatero ou de uma figura oval, € um

2 Duval, R. Les conditions cognitives de I’apprentissage de la géométrie: développement
de la visualisation, différenciation des raisonnements et coordination de
leursfonctionnements. Annales de didactiqueet de sciencescognitives, 2005. v. 10, p. 5-53
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“olhar qualitativo”. Nao ha nenhum tipo de propriedade, medida ou relagdo
que precisa ser reconhecida em atividades que requerem este tipo de olhar,
apenas observar semelhancas e diferencas sem, no entanto, quantifica-las ou
estabelecer relacfes métricas entre elas. Mas, as qualidades requeridas neste
olhar preparam os alunos para os demais olhares.

b. Agrimensor: é aquele que faz medidas no terreno e consegue
passar essas medidas para o plano do papel. As atividades que exigem este
tipo de olhar sdo aquelas que passam de uma escala de grandeza a outra: “[...]
neste tipo de atividade, as propriedades geométricas sdo as mobilizadas para
fins de medida”, como por exemplo, o procedimento utilizado por
Erastostenes para medir o raio da terra. (Duval, 2005, p. 6, apud Moretti,
2013, p. 294).

c. Construtor: se forma no uso de instrumentos — régua néo graduada
e compasso. O aluno pode verdadeiramente tomar consciéncia que uma
propriedade geométrica ndo é apenas uma caracteristica perceptiva (Duval,
2005, p. 6). Atualmente, alguns programas computacionais — como, por
exemplo, 0 GeoGebra e o Cabrigéometre — podem substituir o uso desses
instrumentos.

d. Inventor: é aquele que, para resolver um problema, adiciona tragos
na figura dada, opera sobre a figura e a modifica para descobrir um
procedimento de resolucdo. Um exemplo de uma atividade para o inventor é:
Como dividir um triangulo em duas partes para que essas partes possam ser

acopladas para formar um paralelogramo (Duval, 2005).
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CATEGORIA 3 - Maneiras de ver

Existem trés maneiras de “ver” uma figura geométrica. Duas delas
sdo comuns a qualquer imagem, trata-se da decomposicdo por (a)
justaposicdo e da decomposicao por (b) superposi¢do. A terceira maneira é
ver em (c) unidades figurais, e sé tem sentido em matematica. A percepgédo
focaliza automaticamente sobre as unidades figurais de dimensdo maior da
figura (justaposicdo ou superposi¢cdo), enquanto o tratamento da situacédo
matematica representada requer que se restrinjam as unidades figurais de
dimensdes menores. Esta mudanca de dimensdo € necessaria nas atividades
de Geometria.

O quadro a seguir apresenta uma figura de configuracdo global

(2D/2D)3 e as diferentes maneiras de ver esta figura, segundo Duval.

Quadro 3 — Maneiras de ver uma figura geométrica

- Decomposi¢do por superposicao: 1 losango e 1 retangulo.

</\> (2D/2D)
N

- Decomposic¢do por justaposicao: 3 formas poligonais 2
pentagonos e 1 losango (2D/2D)

- Ver em unidades figurais: 10 segmentos de reta ou 8 retas
subjacentes (1D/2D)

Fonte: Scheifer (2017).

A primeira forma de “ver” esta figura e que nos salta aos olhos ¢ a
decomposicgéo por superposicédo, pois a percep¢do imediata € a de um losango
superposto a um retangulo (2D->2D). A segunda maneira é a decomposicéo

por justaposicao, na qual se visualizam trés figuras justapostas (2D->2D), ou

3 (2D/2D) - objetos de dimensdo 2 representados no plano (2D)
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seja, um losango e dois pentagonos. E a terceira € a visualizagdo das unidades
figurais, que exige um salto cognitivo em relacdo a maneira normal de ver.
Esta forma de “ver” exige a desconstru¢do dimensional, possibilitando uma
visualizagdo de unidades figurais de dimensdo inferior a da figura dada (2D->
1D), que podem ser interpretadas de duas maneiras, ou uma configuragéo de
figura formada por dez segmentos de reta, ou uma configuracdo formada por
oito retas.

Nesse exemplo, a superposicdo se impde ao olhar bloqueando a
visualizac&o de outros reconhecimentos das unidades figurais. Para ir além da
visdo natural é necessario um longo treinamento. Ndo € 0 que ocorre nas
escolas onde, segundo Duval (2011, p.88) se proporciona o ensino de “ver”
de maneira violenta e irrealista, que se fundamenta em enunciado de

propriedades, definigdes e teoremas.

CATEGORIA 4 — ApreensOes dos Registros Figurais
Os tratamentos figurais dizem respeito ao registro das figuras
independente de todo conhecimento matemético, e sdo vinculados a
possibilidade de modificagdes que podem efetuar-se nas figuras. Essas
modificagdes podem ser Gticas ou posicionais, e podem ser efetuadas fisica
ou mentalmente. Sua importancia se da pelo fato de que nem sempre ¢ facil
“ver” sobre uma figura as relagdes e propriedades pertinentes a solucao. Ha,
segundo o autor, quatro tipos possiveis de apreensdes de uma figura:
perceptiva, operatdria, discursiva e sequencial. (Duval, 2004, 2011, 20123,
2012b).
a. Apreensdo Perceptiva: reconhecimento das unidades figurais em

uma figura geometrica. A percep¢do corresponde ao primeiro nivel de
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apreensdo das figuras geométricas, no qual se opera o reconhecimento das

diferentes unidades figurais que séo discerniveis em uma figura dada.

Observe o0 Quadro 4 abaixo com a sucessao de figuras apresentadas:

Quadro 4 — Modificacdo de elementos figurais e as diferentes percepcdes

2ok

Fonte: Scheifer (2017).

Analisando as figuras podemos verificar que, em primeiro lugar, ndo
se tratam de figuras geométricas, pois para isto, falta algum discurso a
respeito do que se apresenta no desenho. Sob o olhar da apreenséo perceptiva
a figura | passa a impressdo de ser a figura plana de um paralelogramo,
enquanto as figuras Il e Ill, depois de algumas modificacdes realizadas,
apresentam outra configuracdo cuja percepcdo € a de um objeto
tridimensional, o cubo. Finamente, com mais alguns modificacGes, na figura
IV percebe-se um hexagono regular de dimensdo 2. Alguns tracos nas figuras
podem mudar completamente a percepcdo sobre ela. Este primeiro nivel de
apreensdo é independe de qualquer propriedade, definicdo ou teorema, pois
ndo ha nenhum discurso que acompanha a figura, portanto podemos dizer que
ndo se trata de atividade geométrica propriamente dita, porém sua apropriacéo
é indispensavel para a aprendizagem da Geometria. Além disso, é
extremamente importante, pois todas as demais apreensdes séo subordinadas

a apreensdo perceptiva, é ela que orienta 0s demais niveis de apreensao.
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b. Apreensdo Operatdria: modificacbes possiveis de uma figura
geométrica. As unidades figurais podem ser separadas, recombinadas,
movidas, ampliadas, reduzidas, etc. Duval (2012b, p.289) afirma que “os
tratamentos que sdo reveladores de uma apreensdo operatoria, quer dizer, 0s
tratamentos puramente figurais, ttm uma importancia muito particular na
medida em que eles sdo decisivos para a utiliza¢ao heuristica da figura”.

A apreensdo operatoria é subdividida em modificacdes mereolodgicas,
Oticas e de posicdo, que sdo operagdes que constituem a produtividade
heuristica das figuras e serdo apresentadas a seguir. (Duval, 2004, 2011,
2012a, 2012b)

(i) Modificacdo _mereologica (relacdo parte/todo): apoia-se

diretamente na percepcdo. Modifica uma figura sem modificar sua dimenséo,
é passivel de manipulacdo do objeto (Duval, 2011 p. 88-89). Para uma
modificacdo mereoldgica, o processo heuristico (ou seja, as operacdes que
modificam a figura) se da por meio de reconfigurages. Uma delas ¢é a
reconfiguracdo intermedidria que consiste em dividir uma figura em
subfiguras, reagrupando-as em um eventual contorno global diferente.
Naturalmente, se pode aumentar o numero das partes da figura por um

fracionamento de suas unidades figurais elementares.

Figura 2 — Exemplo de reconfiguracéo de um paralelogramo em um retangulo

A > p o |
- i - 4

£ 1 - i A 7 In e

> ¢
[ £ - L £
by xd Vi b

Fonte: Scheifer, (2017).
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Houve, na operacéo de reconfiguracdo da Figura 2, uma divisdo em
sub figuras (um triangulo e um trapézio), modificando a partir disto, a
configuracdo global da figura de partida. Uma sub figura pode ser uma
unidade figural de dimensdo 2, por exemplo, o tridngulo, ou um
reagrupamento de unidades figurais elementares também de dimensdo 2,
como o trapézio, que pode ser visto como um reagrupamento de triangulo e
retdngulo, que sdo unidades figurais elementares.

(if)_Modificacdo otica: As operacdes da modificacdo dtica podem

ocorrer quando ha a mesma forma e orientacéo no plano fronto-paralelo, mas
com variacdo de tamanho: superposicdao em profundidade de duas figuras
semelhantes. Ou entdo, quando ha varia¢do do plano em relacdo ao plano
fronto-paralelo, variando forma e constancia e tamanho. Entre os fatores
internos que disparam ou inibem a visibilidade destas operacdes, estdo: a
mesma orientacdo das figuras (objeto e imagem), as linhas de perspectiva sdo
todas distintas dos lados das duas figuras, o centro de homotetia no interior
ou no exterior do contorno convexo envolvendo as duas figuras (Duval,
2012b, p. 288). Apresentam-se aqui dois tipos de modificagdo Otica, a
anamorfose e a superposicao.

- colocar em perspectiva (ou superposicao): esta operagdo permite “ver em
profundidade” uma representacdo plana, constituindo a produtividade
heuristica do registro figural em relacdo com o discurso matematico. Esta
relacionado com a distancia que se v& um objeto em relacdo a outro. Por meio
desta operacdo é possivel compreender que um objeto visto menor significa
que estd mais longe em relagéo a outro maior. Esta operacdo requer que uma
unidade figural possa servir de sinal para um centro organizador no desenho
(o ponto de fuga). (Duval, 2004, p. 173).
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Figura 3 — Operacdo Gtica de colocar em perspectiva

Fonte: a autora.

Figura 4 — Duas unidades figurais de mesmo valor e com a mesma orientacao

Fonte: Duval (2004, p. 166).

Figura 5 — Colocar em perspectiva duas unidades figurais por contextualizacao

Y ~

I N

Fonte: Duval (2004, p. 167).

Colocar em perspectiva € uma operagdo cuja percepcao se volta para
a modificacdo das unidades figurais de dimensdo 2 no espago. Mas ao tratar
de homotetia, o discurso de “conservagao das relagdes de tamanho™ que
acompanha a atividade, conduz a selecionar somente as unidades figurais de

dimensdo 1 e 0. “O tratamento figural em questdo guia a analise matematica
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da configuragdo homotética plana, que deve ser lida unicamente em termos
de ponto e de relagdes de longitude de segmentos.” (Duval, 2004, p. 167).

(iii) Modificacsio de posicdo: E o deslocamento da figura em relacio

a um referencial. As operagdes requeridas neste tipo de modificagdo mantém
0 mesmo tamanho e forma, variando a orientagéo, rotagéo, translagéo, [...]
(Duval, 2012B, p. 288). As simples modificacdes de posi¢do por rotacdo ou
por translacdo de uma unidade figural elementar pode ser um obstaculo para
0 seu reconhecimento.

Figura 6 — Representacdo do losango e do quadrado

Losango Quadrado

Fonte: os autores.

Para o aluno o reconhecimento de um quadrado como sendo um
losango, pode levar mais ou menos tempo dependendo da sua posicdo e
orientacdo no plano do papel. Da mesma forma que o reconhecimento de um
losango € mais ou menos espontaneo, dependendo da sua orientacdo. A
rotacdo mental exigida pela figura 6 esta longe de ser espontéanea e imediata.
Este tipo de apreensao exige treinamento, no entanto 0os meios escolares ndo
o privilegiam.

c. Apreensdo discursiva: a coordenacdo entre figura e discurso. Uma
figura sé é considerada uma situagdo geométrica, se estiver acompanhada de
algum discurso sobre ela. Segundo Duval (2004, p. 168), um mesmo desenho
pode representar situagdes matematicas muito diferentes, é necessario, pois,
uma indicacdo verbal para ancorar a figura como representacdo do objeto

matematico.



Observe a situacdo ilustrada no quadro a seguir:

Quadro 5 — Diferentes apreensfes perceptivas e discursas para uma mesma
representacao.

Figura Geométrica

Figura

Discurso

Desconstrucio dimensional

Poliedro regular formado
por seis faces planas
quadrangulares, sendo
que cada vértice une trés
faces.

Para conseguir identificar o cubo (3D),
precisamos fixar o olhar nas faces (2D)
unidas pelas arestas (1D)

(3D 22D>1D)

E para identificarmos cada face do
quadrado (2D) precisamos nos fixar
nas retas (1D) que a delimita, e a qual
pertence outra face
(2D~ 1D)

Hexdgono regular
formado pelo conjunto de
segmentos consecutivos

nio-colineares contidos
num mesmo plano e que
formam uma figura
fechada.

Para identificar o hexdgono (2D).
precisamos fixar o olhar nos segmentos
de reta (1D) que formam o lados do
poligono e ignorar, pela conduta de
abducido, os trés segmentos de reta do
interior da figura.

(2D~ 1D)

Fonte: Scheifer, (2017).

A apreensdo discursiva é que torna a figura passivel de interpretac6es
e entendimento, e s6 ocorre quando ha dominio da apreensdo perceptiva.
Muitas vezes, uma contrap8e a outra, porém nao pode ser dissociada uma da
outra. No Quadro 5 observa-se que, a descricdo da figura em 3D se da em
termos de dimensoes 2, 1 e 0. E a figura de dimenséo 2 é descrita em termos
de dimens@es 1 e 0, ou seja, sempre em termos inferiores ao discurso, o que,
segundo Duval, os alunos evitam fazer.

d. Apreensdo Sequencial: A apreensdo sequencial é explicitamente
solicitada em atividades de construgéo ou em atividades de descricdo, tendo
por objetivo a reproducdo de uma dada figura. (Duval, 2012a, p. 120)

Solicitar ao aluno que reproduza o desenho de um quadrado, por

exemplo, pode parecer uma tarefa simples. Porém, para que a figura
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realmente satisfaca as propriedades dos lados e dos angulos congruentes, o
processo exige alguns passos que devem ser seguidos na ordem correta,

conforme a sugestdo do Quadro 6.

Quadro 6 — Processo para construcdo de um quadrado de lado igual a 4 cm.

Construir um guadrado de lado igual a 4 cm.

1) Trace o segmento AB de medida igual a 4 cm.

2) Trace a reta perpendicular a AB pelo ponto A.

3) Com a ponta seca do compasso em A e com abertura igual a AB, trace
um arco que corte a perpendicular em C.

4) Com a ponta seca do compasso em C e mesma abertura, trace um arco.

5) Com a ponta seca do compasso em B e mesma abertura trace outro arco
que intersecta o Ultimo arco tragado em D.

6) Com a régua construa o quadrado, ligando os pontos CD e BD.

Fonte: acervo das autoras.
Esta é uma atividade de construcdo geométrica, que exige do aluno

as apreensdes discursiva, sequencial e perceptiva.

CATEGORIA 5 - Articulacédo entre as diferentes apreensoes:
Tipos de Problemas
Segundo Moretti (2015, p.605), as apreensdes nao aparecem de forma

isolada. Em algum problema, uma pode ser mais requisitada do que outra,
mas todas elas aparecem em maior ou menor grau, havendo uma sinergia das

varias apreensdes na resolucdo de um mesmo problema, o que pode tornar o
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problema mais complexo. Duval* (1997 apud Moretti & Brandt, 2015, p. 607)
destaca quatro delas:

(i) Figura geométrica é o resultado da conexdo entre as apreensdes
perceptiva e discursiva: € preciso ver a figura geométrica a partir das
hipoteses e ndo das formas que se destacam ou das propriedades evidentes. A
apreensdo discursiva € subordinada pela apreenséo perceptiva;

(if) Visualizacdo é o resultado da conexdo entre as apreensdes
perceptiva e operatdria. A visualizacdo ndo exige nenhum conhecimento
matematico, mas ela pode comandar a apreensao operatoria;

(iii) Heuristica e Demonstracéo sdo resultado da conexao entre as
apreensdes operatoria (que é subordinada pela apreensdo perceptiva) e
discursiva;

(iv) Construcdo geométrica é o resultado da conexdo entre as
apreensdes discursiva e sequencial — especialmente requisitada em atividades
dessa natureza, de construcdo geometrica, também requer a apreensao

perceptiva.

CONSIDERACOES FINAIS

Para exemplificar a andlise das questdes com base neste Quadro
Tedrico, apresentaremos aqui uma questdo analisada sob o crivo de algumas
especificidades apresentadas no Quadro 7 e com as devidas inferéncias.
Trata-se de uma questdo de terceiro ano do Ensino Médio. A resposta correta

desta questdo é a letra C.

4 DuvalL, R. La notion de registre de représentation sémiotique et I'analyse du
fonctionnement cognitif de la pensée. 1997. IN: CURSO DADO A PUC/SP.
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Quadro 7 — Exemplo de questéo analisada sob ponto de vista cognitivo

Questdo — 3° ano Olhar: Inventor.
Perceptiva,
Discursiva,
Apreensdes: | Operatéria
(mereoldgica
e posicional).
Exemplo de item:
aulo resolve modificar o revestimento do piso de sua sala de estar e escolhe uma Ti O de 7 4
:erélmica clujn fnrcnlnfatn esta re;:resentla:o :a figdura a segluif A c;rémica elshcolhida p H eu rlstl Ca.
tem a forma de um quadrado cujo lado mede 40cm e possui 4 arcos de circunferén- prOb I ema
cia, de raio igual a 10cm, cujos centros estdo localizados nos vértices do quadrado.
[l . Figural e
10 Enunciado: gure
numerico.
40cm
x Figural e
e Resolucéo: gura
_ algébrico.
Toem'
Com base nessas informacdes, qual € a area do desenho formado na ceramica, em
quadrados? (C: n=314) D I mensao
(A)314  (B)400 wk(C)486 (D)1114  (E) 1286 (Objlﬂg) 2D/2D
Percentual de respostas as alternativas .
A B D E
22% 26% 12% 14% i DeSC 2D->1D
dimensional:
Calculo de
Tratamento area do
matematico: | quadrado e

do circulo.

Esta atividade consiste em identificar as diversas unidades figurais que
compdem a figura, e operar sobre elas, inventando tracos que permitam
compor e decompor a figura em outras unidades figurais que permitam o
calculo da éarea solicitada no enunciado. A operacdo posicional pode se
fazer presente ao identificar que os quatro arcos de circunferéncia com
centro nos veértices do quadrado compdem uma circunferéncia. Para o
desenvolvimento da resolucéo, a apreensao discursiva deve estar integrada

a apreensdo figural.

Fonte: As autoras.
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Esta é uma das inimeras formas de utilizacdo do Quadro Tedrico, mas
pode ir muito alem, conforme o interesse do leitor. Ele pode ser util tanto para
aquelas pessoas que querem ter um primeiro contato com a Teoria dos
Registros a fim de ter uma compreenséo geral para um futuro aprofundamento
com outras bases bibliogréaficas (lembrando que trata-se de um quadro
bastante sucinto, portanto, para um estudo mais aprofundado recomenda-se
acessar o trabalho completo que originou este artigo, com mais exemplos e
aplicacdes de cada categoria). E também pode ser Util para aquelas pessoas
que j& tem uma boa compreensdo da Teoria dos Registros, a fim de utiliza-lo

como um Memorex, em suas organizac6es didaticas e/ou de pesquisas.
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CAPITULO VII

ENSINO DA GEOMETRIA NA INFANCIA: SABERES E
CONHECIMENTOS NA APRENDIZAGEM DA DOCENCIA

Fatima Aparecida Queiroz Dionizio
Celia Finck Brandt

A matematica para a Educacdo Infantil e anos iniciais do Ensino
Fundamental (EF) é constituida por conteidos que podem propiciar
atividades cognitivas pelas criancas, mas que requerem aprendizagem e
compreensdo por parte dos professores para sua realizacdo em sala de aula.
Essa aprendizagem também é necessdria nas demais areas que esses
professores lecionam, de forma que possam levar 0s estudantes a se
apropriarem dos conhecimentos e articula-los com aspectos mais amplos dos
contextos sociais em que se encontram. Porém, tem sido possivel constatar na
literatura que os cursos de formacdo de professores para essas etapas da
educacéo, ndo tem conseguido alcancar plenamente os objetivos de formagao
para o ensino da matematica e isso tem refletido na pratica pedagdgica desses
profissionais. Os motivos sdo diversos e compreendem fatores como o tempo
e 0 espaco gue a matematica ocupa nos cursos de Pedagogia, a forma como
ela é desenvolvida nesses cursos, como essa disciplina é encarada pelos
licenciandos e professores, entre outros.

Por se tratar de um assunto amplo e que permitiria uma investigagéo
por diferentes vertentes, em nossa tese (Dionizio, 2019) optamos por um dos

conteudos que compde a matematica, que é a geometria. Vamos apresentar
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nesse texto a justificava para escolha do tema e alguns elementos tedricos que
subsidiaram parte das analises que compdem a referida tese.

Um dos motivos da escolha do conteudo se deve ao fato de que os
conhecimentos geométricos continuam sendo deixados de lado no processo
de ensino pelos professores dos anos iniciais do EF, conforme Passos e
Nacarato (2014) revelam. Segundo as autoras, a geometria tem ganhado mais
espaco no campo académico desde o final do seculo XX, mas alertam que
isso ndo tem refletido em seu ensino nas salas de aula. Elas indicam que esse
fato pode estar ocorrendo porque talvez os professores se sintam inseguros
para ensinar geometria, por terem lacunas em seu processo formativo escolar.
Esse aspecto também foi constatado em nosso estudo, ao evidenciarmos que
os professores acabam priorizando outros contelldos matematicos no ensino,
em detrimento da geometria (Dionizio, 2019).

A escolha da geometria também se deve a especificidade da atividade
cognitiva exigida para sua aprendizagem, conforme um de nossos referenciais
tedricos que € a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica segundo
Raymond Duval. O autor ressalta a importancia do carater semidtico dos
conhecimentos matematicos para o desenvolvimento cognitivo e destaca que
o objetivo de ensino na escola consiste em ‘‘contribuir para o
desenvolvimento geral das capacidades de raciocinio, de analise e de
visualiza¢dao” (Duval, 2013b, p .11).

Na geometria, 0 registro de representacdo semiético formado pelas
figuras requer o desenvolvimento de um tipo de pensamento que possibilite a
tomada de consciéncia sobre maneiras de transformar as figuras observadas

em outras na resolucdo de problemas, sobre o processo de desconstrucao
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dimensional e sobre as apreensdes e 0s olhares que caracterizam as atividades
geométricas.

A necessidade de compreensdo sobre as particularidades da geometria
pelos professores e sobre os demais conhecimentos necessarios para o
exercicio da pratica pedagdgica, nos levou a elencar outros referenciais
tedricos que possibilitassem discorrer sobre a aprendizagem da docéncia, a
formacéo de professores, conhecimentos e saberes docentes para o ensino da
geometria nos anos iniciais do EF. Levamos em conta também o que Shulman
(1986) evidencia sobre a necessidade de se resgatar o papel dos contetdos a
serem ensinados nas pesquisas sobre os conhecimentos docentes e 0s
conhecimentos que ele indica como sendo 0S Minimos necessarios ao
professor (Shulman, 2001). Consideramos ainda que a aprendizagem da
docéncia se constitui no decorrer da vida do professor e a partir de diversas
fontes, por isso seria necessario considerar o papel da formacdo inicial e
continuada, do exercicio da profissdo e de momentos anteriores a formacao
inicial, conforme Tardif (2014).

Desta forma, o problema que norteou a elaboracéo da tese foi: Como
tem ocorrido a aprendizagem da docéncia para o ensino da geometria nos
anos iniciais do Ensino Fundamental e o que influencia nesse processo? A
partir desse questionamento, iremos abordar nesse texto um dos objetivos
especificos que foi o de explicitar os saberes e os conhecimentos que 0s
professores mobilizam para ensinar geometria (Dionizio, 2019).

Para a realizacdo da pesquisa foram considerados os dados empiricos
obtidos em trés etapas compostas por entrevistas, oficinas pedagodgicas e
grupo focal com professoras que lecionam matematica nos anos iniciais do

EF, envolvendo 25 participantes ao todo. Nesse texto serdo apresentados
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apenas alguns elementos teoricos e partes das analises que foram realizadas

no decorrer da tese.

A GEOMETRIA EM PESQUISAS SOBRE OS ANOS INICIAIS DO EF
E CONSIDERAQ@ES SOBRE APRENDIZAGEM DA DOCENCIA,
CONHECIMENTOS E SABERES DOCENTES

Para conhecermos o que tem sido pesquisado sobre a geometria nos
anos iniciais do EF, procedemos com uma reviséo de literatura que se pautou
na busca de teses e dissertagbes em duas fontes: na Biblioteca Digital
Brasileira de Teses e Dissertacdes (BDTD) do Instituto Brasileiro de
Informacdo em Ciéncia e Tecnologia (IBICT) e no Banco de Teses e
Dissertacdes da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES).

Com a pesquisa realizada até maio de 2019, conseguimos localizar 61
trabalhos entre os anos de 2000 e 2019, utilizando os seguintes termos:
“geometria no curso de pedagogia”’, “geometria nos anos iniciais”,
“geometria nas séries iniciais”, “espaco e forma nos anos iniciais”, “espago e
forma nas séries iniciais”. Como ndo foram localizados 0s resumos ou 0s
trabalhos completos de 4 dissertacGes, as analises foram realizadas a partir de
57 trabalhos, sendo 53 dissertacdes e 4 teses.

Com base na leitura dos resumos e em alguns casos dos textos
completos, os trabalhos foram categorizados por assuntos. Essa categorizacéo

pode ser observada na Tabela 1.
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Tabela 1 — Organizacéo dos trabalhos sobre geometria dos anos iniciais por
categoria/assunto

Assunto N° de trabalhos
Contribuicdes de cursos de formacdo continuada e de grupos de
estudos sobre geometria para a formacao dos professores.
Contribuicdes de cursos de formacdo inicial para a formacéo dos

24 (sendo 3 teses)

8 (sendo 1 tese)

professores.

Desenvolvimento de atividades de geometria com estudantes dos 15
anos iniciais.

Anélise de livros didaticos. 4
Estudo de contetidos desenvolvidos em sala de aula nos anos iniciais 4
do Ensino Fundamental.

Estudo histdrico e bibliografico sobre motivos para o ensino da 2

geometria nos anos iniciais do Ensino Fundamental.
Fonte: Dionizio (2019, p. 33).

A partir dessa organizacdo foi possivel constatar uma preocupacéo dos
pesquisadores com a formacao de professores, resultando em 32 trabalhos que
se voltam a formacdo inicial ou continuada. S&o trabalhos que partem da
constatacdo sobre fragilidades na formagéo dos professores para 0 ensino de
geometria nos anos iniciais do EF e que apresentam propostas formativas para
superar as dificuldades. Porém, essas pesquisas centram-se principalmente
nos contetdos a serem ensinados e nas formas de aborda-los em sala de aula.

N&o observamos nos trabalhos localizados uma preocupacéo
especifica com a aprendizagem do professor para o ensino da geometria nos
anos iniciais do EF. Alguns pesquisadores apenas fazem mencao a elementos
gue podem se caracterizar dessa forma, embora ndo seja o foco, como é o
caso dos trabalhos que apontam as contribuicbes de fatores como “a
coletividade, a partilha de experiéncias, as reflexdes sobre teorias e praticas,
0 comprometimento dos professores participantes, a dinamica dos encontros,

o0 didlogo” (Dionizio, 2019, p. 39) na realizacdo dos processos formativos.
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Enfatizamos a aprendizagem da docéncia para o ensino da geometria
na realizacdo de nossa pesquisa, por entenderemos que ela tem grande
influéncia na forma como o professor ira ensinar esse conteudo aos
estudantes. N&o se trata apenas de ter acesso ou ndo a processos formativos
voltados ao trabalho com essa &rea da matematica, mas sim do que o professor
constitui como conhecimentos e saberes proprios no decorrer desses e de
outros momentos de formacdo e como isso influencia em sua préatica
pedagbgica.

De toda forma, o conceito de formac&o é o que melhor contribui para
expressar o processo de aprendizagem de adultos. Segundo Vaillant e
Marcelo (2012, p. 29), isso ocorre porque a formacdo incorpora uma
dimensdo pessoal de desenvolvimento humano global, que mobiliza a
capacidade e a vontade de quem esta se formando, de maneira que a propria
pessoa sera “o ultimo responsavel pela ativacdo e desenvolvimento dos
processos formativos”. Porém, isso ndo significa que essa aprendizagem
ocorrera de forma isolada, ela tera uma dimenséo pessoal, mas a partir de um
sujeito social que se desenvolve em préticas sociais. A formacgdo podera
ocorrer de maneira individual ou coletiva, quando propiciada por trabalhos de
pesquisa em grupos, cursos, oficinas, entre outras atividades.

No decorrer do processo formativo, conforme Vaillant e Marcelo
(2012), a aprendizagem aparece interrelacionada aos conceitos de formagéo
e experiéncia, embora isso ndo signifiqgue que estardo determinados
reciprocamente. Assim, eles consideram que pode haver experiéncia e ela ndo
resultar em aprendizagem, mas a experiéncia do trabalho terd que ser
considerada como fundamental nos processos de formagéo e de aprendizagem

dos adultos. O desafio, segundo os autores, é criar condi¢cGes para que 0S
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professores possam aprender tanto em cursos de formacgdo de professores
guanto na atuacdo nas escolas. Assim, consideramos que 0S Processos
formativos “terdo de evidenciar o papel ativo do professor no processo, suas
experiéncias e 0s espagos que os conhecimentos cultural e historicamente
produzidos irdo ocupar nesse cenario” (Dionizio, 2019, p. 63).

Os conhecimentos que serdo abordados em propostas formativas
nessa perspectiva, também precisardo contemplar o ensino dos conteidos
académicos. Para elencar os demais conhecimentos a serem contemplados
para a constituicdo dos saberes docentes no decorrer da aprendizagem da
docéncia, em nossa tese tomamos como referéncia os elementos tedricos
apresentados por Shulman (1986, 2001) e Tardif (2014). Devido a limitacdo
de paginas desse texto, iremos apenas recuperar alguns desses aspectos no
decorrer das anélises.

Porém, é importante pontuar que consideramos a expressao “‘saberes
docentes” na perspectiva de Tardif (2014), que diz respeito a algo que se
manifesta quando os professores tém consciéncia sobre o que sabem e fazem,
de maneira que podem justificar e argumentar sobre suas a¢des e proposicoes
em contextos que lhes conferem reconhecimento social. Por outro lado,
entendemos que a expressdo “conhecimentos docentes” remete ao que pode
ser consolidado em determinado assunto, reconhecido socialmente, aprendido
e reproduzido pelos professores, mas que ainda nao foi incorporado como
saberes que fundamentam sua atuacdo profissional. Dessa forma, a
aprendizagem da docéncia pode se constituir de saberes e de conhecimentos
docentes, bem como de outras aprendizagens inerentes a profissdo. (Dionizio,
2019).
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Ao ponderarmos sobre os conhecimentos e saberes necessarios aos
professores para o0 ensino da geometria, alem de aspectos mais amplos
relacionados aos contextos educacional e social, também abordamos alguns
conhecimentos geométricos e suas particularidades. Sdo conhecimentos que
consideramos relevantes para a constituicdo dos saberes docentes no decorrer
da aprendizagem da docéncia e que se pautam nas proposicOes tedricas de
Duval (1995, 2004, 2011, 2012a, 2012b).

Entre as caracteristicas especificas da geometria, conforme Duval
(2011), faz-se necessério considerar que o tratamento figural e o discursivo
terdo que ocorrer simultaneamente, pois as figuras levam a uma interpretacao
perceptiva quase imediata, devido ao seu carater intuitivo, mas que podem
incorrer em equivocos em relacdo aos objetos matematicos. As
particularidades no trabalho com atividades geométricas, ainda podem ser
explicadas por operacGes puramente figurais, que segundo Duval (2012a)
ocorrem até mesmo antes do uso de propriedades matematicas, sendo
identificadas como apreensbes: operatoria, sequencial, discursiva e
perceptiva. A importancia da apreensao perceptiva, leva ainda a considerar
maneiras de olhar que Duval (2005), citado por Moretti (2013), caracterizou
como olhares: botanico, agrimensor, construtor e inventor.

O detalhamento sobre essas apreensdes e olhares ndo serdo realizadas
nesse momento, mas € importante ressaltar que nos anos iniciais do EF se faz
necessario entender “[...] como fazer a passagem desse olhar que reconhece e
diferencia formas, para a identifica¢do dessas formas” (Moretti, 2013, p. 290).
E um trabalho que podera levar em consideracdo os elementos que Duval
(2004, 2011, 2012a, 2012b) ressalta como necessarios para o trabalho com o

sistema semidtico figural e que visam contribuir para o desenvolvimento do
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pensamento geométrico. Trata-se de valorizar as operagdes cognitivas que se
apoiam na percepcao visual e na desconstrucao dimensional, que possibilitam
reconhecer as diversas unidades figurais que constituem as formas em
dimensdes superiores. Também de realizar transformagdes figurais que
permitam a resolucdo de problemas variados, as quais podem ser propiciadas
em préticas pedagdgicas que conduzam a esse tipo de atividade.

As proposicdes de Raymond Duval foram contempladas em nossa tese
por ser uma teoria que apresenta uma epistemologia dos conhecimentos
matematicos que estamos de acordo. Também por sua preocupagdo com 0
desenvolvimento de atividades cognitivas globais pelos estudantes, pela
apresentacdo de encaminhamentos metodoldgicos para que tais propostas
possam se efetivar e por suas consideracGes sobre possibilidades de avaliagéo
da aprendizagem, que requerem que se torne explicito os conhecimentos, por
meio dos registros de representacdo. Sdo elementos que entendemos que
poderiam ser articulados aos demais subsidios tedricos adotados na pesquisa
e gue sao importantes de serem considerados no processo de aprendizagem
da docéncia para o ensino da geometria.

No préximo tdpico passamos apresentar recortes dos procedimentos
metodoldgicos adotados e das analises realizadas no decorrer da pesquisa,

como o aporte dos referenciais tedricos.

DELINEAMENTO DA PESQUISA E  ANALISES DOS
CONHECIMENTOS E SABERES DOCENTES SOBRE GEOMETRIA

A pesquisa para a tese, de natureza qualitativa e abordagem
interpretativa (Moreira & Caleffe, 2008), ocorreu com base em dados
empiricos obtidos em trés etapas, que envolveram 25 participantes ao todo.
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Inicialmente foram realizadas entrevistas com 22 professoras que atuam com
0 ensino da matematica nos anos iniciais do EF. Em seguida foram feitas
observacOes durante um ciclo de oficinas pedagbgicas sobre geometria,
planejadas especificamente para o trabalho com as entrevistadas, em que 9
professoras participaram, das quais trés ndo haviam participado da primeira
etapa da pesquisa. Por fim, foi realizado um grupo focal com 7 professoras
que haviam participado das oficinas pedagdgicas.

A coleta de dados iniciou-se ap6s a autorizacdo da Secretaria
Municipal de Educacéo e a aprovacio da pesquisa pelo Comité de Etica e
Pesquisa (CEP), com o Certificado de Apresentacdo de Apreciacdo Etica
(CAAE) sob o numero 70854417.1.0000.5694, sendo aprovada em julho de
2017. Todas as participantes foram informadas sobre os propoésitos da
investigacdo e assinaram o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido, em
gue autorizam a utilizacdo dos dados para a realiza¢do da pesquisa.

As 25 professoras participantes sao do sexo feminino, com faixa etaria
predominante entre 30 e 40 anos, sendo que a maioria possui formacdo em
Pedagogia e outra formacdo. No grupo também prevalece professoras que
atuam a menos de 10 anos na Educacdo Bésica. As trés escolas (A, B e C),
nas quais as professoras que participaram das entrevistas trabalham, sdo
publicas e municipais de uma cidade do estado do Parana e pertencem a um
dos bairros da cidade, que fica entre 5 e 6 quilémetros de distancia do centro.

Né&o estabelecemos contato com as escolas em que as 3 professoras
que participaram apenas das oficinas pedagdgicas e do grupo focal atuam. O
nome da cidade bem como das escolas e das professoras participantes da

pesquisa ndo serdo informados, para preservar suas identidades. A forma de
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referéncia as professoras sera por meio de uma letra e um niimero, como P1,
P2, ..., P25.

Os dados empiricos obtidos no decorrer das entrevistas e do grupo
focal foram transcritos e organizados com o auxilio do software NVivo e
analisados com base na metodologia de Analise Textual Discursiva - ATD
(Moraes & Galliazzi, 2016). O delineamento da pesquisa também ocorreu de
forma articulada aos principios do pensamento complexo na perspectiva de
Morin (2010). Os instrumentos utilizados em cada etapa da pesquisa foram
elaborados com base nos objetivos gerais e especificos.

Para proceder com as analises, so foi possivel recuperar a relacéo entre
0s dados e 0s objetivos da pesquisa, apds a desmontagem do texto e 0s
agrupamentos das unidades elementares, que séo dois dos processos da ATD.
Ou seja, apds a organizacdo e categorizacdo dos dados obtidos com as
entrevistas e com o grupo focal, foi possivel relaciona-los com os objetivos
da pesquisa para prosseguir com as andlises. Os dados obtidos com as
observacdes no decorrer das oficinas pedagdgicas ndo foram submetidos a
organizacao sistematica com o auxilio do Nvivo, por isso essas informacdes
foram apenas recuperadas no decorrer das demais analises.

Nesse texto iremos apresentar consideracdes sobre os dados que se
relacionam a um dos objetivos especificos da pesquisa. Ha dois temas
inerentes a esse objetivo em nossa tese, mas vamos recuperar apenas o que
diz respeito ao tema A, que aborda os conhecimentos e saberes dos

professores sobre a Geometria, conforme pode-se observar no Quadro 1.
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Quadro 1 — Articulagdo entre os dados empiricos e um dos objetivos da pesquisa

Objetivos da Categorias levantadas a Categorias .
) Temas A . levantadas a partir
pesquisa partir das entrevistas d
o grupo focal
Objetivo 1: . Al - Conhecimentos e saberes
. Conhecime ] -
Explicitar os saberes docentes sobre geometria.
. ntos e - | A. Apontamentos
e conhecimentos que saberes A2 - Papel atribuido 4 sobre a matematica
os professores sobre a geometria na formacio. ou a veometria
mobilizam para cometria A3 - Apontamentos sobre a & '
ensinar geometria & geometria.

Fonte: Adaptado de Dionizio (2019, p. 158).

Os dados que possibilitaram e elaboracao das categorias Al, A2 e A3
no decorrer das analises das entrevistas, indicadas no Quadro 1, foram
organizados em trés tabelas distintas para o detalhamento das subcategorias
que deram origem a elas, mas apenas a tabela com os dados de Al sera
apresentada na sequéncia. Antes de apresenta-la, é preciso observar que as
respostas de algumas professoras podem ter sido incluidas em mais de uma
subcategoria (unidades elementares da ATD), devido a desmontagem dos
textos. Assim, a coluna denominada “fontes”, que corresponde a identificag@o
e ao numero de professoras respondentes em cada subcategoria, nem sempre
ird corresponder ao numero total relacionado a categoria A1 de nivel superior.
Também por esse motivo, é possivel que haja mais de uma referéncia na
resposta de cada professora, por ela ter sido subdividida em excertos menores.
A coluna “referéncias” corresponde ao nimero de unidades de analise que se
relacionam com as subcategorias em quest&o.

A Tabela 2, apresenta as unidades elementares identificadas nas
respostas das professoras no decorrer das entrevistas, correspondentes a

categoria Al “conhecimentos ¢ saberes docentes sobre geometria”.
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Tabela 2 — Conhecimentos e saberes docentes sobre geometria

Categoria e subcategorias de Al -

. Fontes Referéncias

entrevistas
Al- Conhecimentos e saberes docentes sobre 21 29
geometria
1. Ex_pressa equivocos a0 falar sobre 15 p5 1
conhecimentos geométricos.
1. Geometria como estudo do espaco. 3> P9, P18, P22 3
1. Geometria é entendida como estudo de|10-> P6,P7,P8, P10, P11, 10
formas geométricas. P12, P13, P15, P16, P21
1. Geometria é entendida como estudo do |6 -> P3,P6,P14, P17, P19, 6
espaco e de figuras planas e espaciais. P20
1. Ggometrla é entendida como localizagdo 3 P1, P3, P20 3
espacial.
1. Geometria é entendida como medida. 3> P1,P2(2ref), P3 4
2. Geometria é entendida como medida. 1>P1 1
3. Geometria é entendida como medida. 1->P2 1

Fonte: Dionizio (2019, p. 163).

As subcategorias (primeira coluna da tabela) foram criadas no
decorrer das analises das respostas das professoras. O nimero que vem antes
das subcategorias corresponde as questdes que estavam sendo feitas durante
as entrevistas. Assim, foram elencadas como pertencentes a categoria Al,
algumas respostas feitas no decorrer das seguintes questdes: 1) O que é
geometria para vocé?; 2) O que é necessario para que uma crianga possa
aprender geometria?; 3) Que tipo de atividades costuma realizar para
trabalhar com o contetdo de geometria? Que aspectos da geometria vocé tem
priorizado em sua pratica?

A maior parte das participantes, sendo 10 das 21 respondentes,
apresentaram respostas que se articulam a subcategoria “1. Geometria é
entendida como estudo de formas geométricas”. Nessa categoria as

professoras mencionaram que a geometria envolve figuras planas, sélidos
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geométricos e suas propriedades. Pode-se observar na sequéncia, algumas

respostas:

P6 - Formas, eu penso relacionado a formas geométricas,
s6lidos, essas questdes, mais relacionado a isso... que considero
geometria.

P7 - E tudo o que envolve as questdes de formas, a primeira
coisa que vem na cabega € isso, S0 que é mais amplo.

P8 - Estudo das formas geométricas, lados, vértices, essas
[coisas]. E o basico, né? A gente sabe 0 basico.

P10 - Para mim, é tudo que envolve formas, solidos e as
planificacoes.

P11 - Geometria, para mim, sdo as figuras planas, solidos
geométricos, vértices, € isso.

P12 - Para que a gente possa trabalhar com as criancas, elas
tém que conhecer a geometria mais simples, que sdo as formas
geométricas. Elas tém que compreender a geometria,
conhecendo as formas geométricas, elas vao comecar a
compreender que nds podemos ter uma visdo além, porque, as
vezes, as criancas... Precisamos trabalhar as formas
geométricas. Quadrado?! mas onde esta o quadrado? E s6 no
desenho, ndo é sé no desenho.

P13 - Acho que geometria é a parte que..., para eles poderem
entender o que sdo as figuras, até as tridimensionais, por
exemplo, como s&o e de que modo s&o. Mas envolve muita coisa
nisso tudo.

P21 - Uma parte da matematica que traz as questdes de reta,
dos solidos, que é o que mais se aproxima da gente, para
trabalhar com eles, itinerario, arestas vértices, essas coisas.

Ao analisarmos tais respostas inferimos que o conhecimento do

contetdo a ser ensinado (Shulman, 1986, 2001) esta atrelado ao entendimento

de que a geometria compreende os estudos das figuras geométricas bi e

tridimensionais, suas propriedades e relacfes. Constatamos que nas respostas

de P7, P12, P13 e P21, ha alguns indicativos de que parece haver algo a mais,

porém nao encontraram palavras para expressar 0 que seria.

Ressaltamos que os elementos que as professoras citam, realmente

fazem parte do que pode ser entendido como conhecimento geométrico.

Porém, faltou em suas respostas considerar que geometria envolve ainda a
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localizagdo, movimentacdo, visualizagdo e representacdo espacial, as
simetrias e 0 que mais tem nos instigado, que é o desenvolvimento do
pensamento geométrico. Com base em Broitman e Itzcovich (2006) e Van de
Walle (2009), evidenciamos que 0s conhecimentos geométricos podem ser
organizados a partir de dois grandes objetivos, com referenciais diferentes e

que podem ser organizados em duas dimensdes fundamentais:

1) os conteudos de ensino no sentido tradicional, em que se

contemplam partes dos conhecimentos geométricos produzidos

historicamente; 2) o desenvolvimento de um modo proprio de pensar

e de raciocinar sobre o espaco e sobre as formas geométricas.

(Dionizio, 2019, p. 165).

Dentre essas dimensfes, a primeira costuma ser contemplada nos
curriculos escolares, ja a segunda tem sido objeto de estudo em pesquisas
relacionadas ao tema, desde a década de 1950, mas como podemos observar
nas respostas das professoras, ndo se apresenta como parte de seus
conhecimentos sobre geometria. Essas duas dimensdes para o trabalho com a
geometria, tem relacdo com as faces da atividade matematica que Duval
(2011, 2013a, 2015) apresenta em suas obras. A primeira dimensdo
relacionada aos conteldos de ensino, caracteriza-se pelo que o autor
denomina de face exposta e a segunda, pela face oculta por abordar o
desenvolvimento do modo de pensar geométrico. Porém, ndo foi possivel
constatar no decorrer da pesquisa, conhecimentos docentes que remetam ao
desenvolvimento modos de pensar que a geometria possibilita.

Para contemplar em sala de aula as duas dimensdes do conhecimento
geométrico, € preciso que os professores tenham dominio sobre o que
Shulman (1986) aponta como conhecimento do contedo, que envolve a

compreensdo sobre como esses conhecimentos sdo produzidos, como sdo
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estruturados, o que é considerado valido ou ndo, etc. Esse conhecimento
“possibilita ao professor escolher a melhor forma de organizar os contetidos
de ensino, decidindo sobre as possibilidades de articulacdo entre as unidades
tematicas da propria disciplina ou conhecimentos mais amplos.” (Dionizio,
2019, p. 25). Entretanto, percebemos no decorrer das oficinas pedagdgicas,
gue mesmo o0s conhecimentos sobre as figuras geométricas bi e
tridimensionais, mais presentes na fala das professoras, precisavam ser
aprofundados no processo formativo.

Em uma das oficinas desenvolvemos atividades voltadas ao estudo das
formas bi e tridimensionais e de suas propriedades, de simetrias, de conceitos
como ponto, segmento de reta e plano e calculo de area e perimetro. Na
atividade relacionada a classificacdo de figuras planas, constatamos que nao
era familiar para as participantes afirmacfes como de que o quadrado é um
tipo especial de retangulo, que o cubo € um tipo especial de prisma, etc. O
uso instrumentos de desenho geométricos para o desenho de figuras planas
também foi novidade para elas, bem como a forma como exploramos o
Tangram, formando novas figuras geométricas a partir das pecas que o
compdem, entre outras atividades. Por isso entendemos que é preciso
propiciar atividades formativas que garantam a aprendizagem docente, de
forma que tenham dominio sobre conteudos e procedimentos metodolédgicos
que podem ser realizados para 0 ensino da geometria, caso contrario a
aprendizagem das criancas ficard comprometida.

Entendemos que a efetiva compreensé@o sobre os conhecimentos que
compdem a dimensdo 1, ocorre quando € desenvolvido um trabalho
pedagdgico que contemple a dimensdo 2. E isso pode ser considerado tanto
na formacdo docente quanto dos estudantes da Educacdo Basica. Ao
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consideramos as proposicdes de Duval (2004, 2011, 2012a) sobre as
particularidades do sistema semidtico figural, estamos diante de
encaminhamentos que se voltam para o desenvolvimento de formas de pensar
que se constituem em operacOes cognitivas apoiadas na percepgao visual, na
desconstrucdo dimensional e em outras atividades cognitivas que contribuem
para 0 avanco dos conhecimentos em geometria. Embora as professoras
possam Se pautar em outras teorias, ndo se pode deixar de considerar a
importancia desse conhecimento sobre o desenvolvimento do pensamento

geomeétrico fazer parte de seu repertério de saberes docentes.

CONSIDERACOES E APONTAMENTOS

N&o temos a intencéo de generalizar os achados da tese a respeito dos
conhecimentos e saberes docentes sobre geometria, mas eles nos trazem um
alerta importante. Se as professoras participantes dessa pesquisa nao
mencionam a dimensdo relativa ao desenvolvimento do pensamento
geométrico, como algo que caracteriza a geometria, € porque no decorrer de
seu processo de aprendizagem da docéncia, esse elemento pode néo ter sido
contemplado. Isso significa que ele n&o foi abordado de maneira consistente
em nenhum momento da vida académica desses professores, o que inclui 0s
cursos de formacdo para 0 magistério e mesmo momentos anteriores, de
acordo com as fontes para a constituicdo dos saberes docentes elencadas por
Tardif (2014). Esses fatos podem influenciar em suas préaticas pedagdgicas e
limitar as possibilidades de contribuicdo desse conhecimento para o
desenvolvimento da autonomia intelectual dos estudantes no periodo da

infancia.
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Embora tenha sido apresentado apenas um pequeno recorte das
analises sobre os conhecimentos e saberes docentes para o ensino da
geometria, € possivel dizer que as constatacdes que foram aqui apresentadas
tém relacdo com as demais categorias de andlise elencadas na tese. Elas
refletem na forma como os professores realizam suas préticas pedagogicas
junto as criancas e se relacionam diretamente com o0s processos formativos
vivenciados. Entretanto, a participacdo em cursos que abordem o trabalho
com a geometria ndo garante a aprendizagem da docéncia. Constatamos em
nossa pesquisa que um mesmo processo formativo vivenciado por diferentes
professoras foi considerado importante para algumas e ndo para outras, pois
dependera ainda do que Vaillant e Marcelo (2012) apontam como a qualidade
das experiéncias formativas para cada individuo.

Diante dos aspectos que apresentamos nesse texto e das analises dos
demais dados que obtivemos em nossa pesquisa, constatamos que a
aprendizagem da docéncia para o ensino da geometria, quando ocorre, € por
meio de formacdes especificas voltadas a esse proposito ou por meio de
estudos individuais, que considerem as duas dimensdes do conhecimento, a
dos contetdos e das formas de pensar. Por isso € importante a proposi¢do de
processos formativos que atendam a essa demanda e com encaminhamentos

condizentes, sejam nos cursos de formacao inicial ou continuada.
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CAPITULO XllI

UMA EXPERIENCIA COM USO DO AMBIENTE DINAMICO
GEOGEBRA E OS ASPECTOS ESPECIFICOS DA
APRENDIZAGEM EM GEOMETRIA SEGUNDO RAYMOND
DUVAL: OLHARES, APREENSOES E DESCONSTRUCAO
DIMENSIONAL

Franciele Isabelita Lopes Novak
Celia Finck Brandt

Esse trabalho € parte de uma dissertacdo de mestrado que tratou da
aprendizagem de contetidos bésicos de geometria com uso do ambiente
dindmico GeoGebra. Foi considerado como recurso didatico a ser analisado,
visto a diversidade de possibilidades oferecidas por esse ambiente, pela
facilidade em manipular e explorar figuras geomeétricas e as acdes possiveis
envolvendo a construcdo de figuras em um curto espago de tempo.

Para essa caminhada, optou-se por um aporte tedrico que fornecesse
amparo para analise de processos cognitivos envolvendo essa area da
matematica, considerando pertinente os estudos de Raymond Duval. Esse
tedrico trata de maneira especial da geometria, retratando a presenca de
diferentes tipos de atividades cognitivas, denominadas de apreensdes
(perceptiva, operatoria, discursiva e sequencial,), olhares (botéanico,
agrimensor, construtor e inventor) e também de desconstrugdo dimensional.

Até 0 ano de 2016, Novak (2018) destaca um aumento em pesquisas
(teses, dissertacOes e artigos) que relacionaram algum tipo de ambiente
dindmico ao contetdo de Geometria. Foram encontrados seis trabalhos entre

o0s anos de 2000 e 2008, e quarenta e trés trabalhos entre os anos de 2008 e
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2016. Sendo que desses quarenta e trés trabalhos, apenas trés trabalharam
com a educacao basica e, em especial, Assumpcao (2015) articulou a Teoria
dos Registros de Representacfes Semioticas a um ambiente dinamico com
alunos dos Anos Finais do Ensino Fundamental.

Foi considerado relevante, que nosso estudo contribuisse com uma
pratica para o ensino de geometria, a fim de ressaltar a importancia da
presenca desse tema nas aulas de matematica da Educacéo Basica, nos Anos
Finais do Ensino Fundamental. Para tanto, escolhemos conteudos bésicos
envolvendo poligonos e poliedros, com uso do ambiente dindmico GeoGebra.
A partir disso, os pressupostos tedricos de Raymond Duval nos foram
fundamentais para o entendimento de quais aspectos sd0 necessarios
considerar em atividades de ensino e aprendizagem da geometria.

Desse modo, nossa inquietacdo se voltou aos tipos de atividades
cognitivas especificas da geometria segundo Raymond Duval que foram
identificadas a partir da experiéncia com o uso do ambiente dinamico
GeoGebra com a participacao de 30 estudantes de uma turma de oitavo ano
do Ensino Fundamental de uma escola publica do estado do Parana.

Destaca-se nesse trabalho os apontamentos mais relevantes dessa
experiéncia em relacdo ao uso do GeoGebra para o ensino da Geometria,
sendo eles, o estimulo da visualizagdo de caracteristicas envolvendo as
figuras geometricas e os desafios encontrados, bem como perspectivas

futuras.
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CONSIDERA(}OES DE RAYMOND DUVAL A RESPEITO DA
GEOMETRIA E DOS AMBIENTES DINAMICOS

Os pressupostos tedricos de Duval (2004, p. 155-183, 2005, 2011,
2012a, 2012b) mostram que a aprendizagem da geometria depende da
coordenacdo simultanea de tratamento de dois tipos de Registros de
Representacdo Semiotica: o registro discursivo, em lingua natural e o registro
figural.

O aprender em geometria necessita, por parte do aluno, da
coordenacdo de um enunciado que guiara os dados do problema e quais dados
matematicos estdo associados a determinada figura. Além de interpretar o
enunciado, certamente, ha a presenca da figura geomeétrica, seja ela desenhada
ou imaginada.

De posse desses dois tipos de registros é que o aluno decide como
resolvera o problema, quais conceitos matematicos fard uso, se precisara
modificar a figura ou considerar apenas parte dela. Trata-se de algo singular
e exigente sob o ponto de vista cognitivo, porque o aluno estara mobilizando
em geometria “o gesto, a linguagem e o olhar” (Duval, 2005, p. 06, traducao
nossa).

Ao mobilizar o olhar, para Duval (2011) hd uma maneira matematica
de ver, que é contraria a um reconhecimento automatico de uma figura. Esse
olhar precisa reconhecer as unidades figurais elementares que sdo as
caracteristicas qualitativas dos formatos e os valores dimensionais a eles
relacionados. Por meio da figura 1 é exemplificada uma classificacdo das

unidades figurais elementares:



Figura 1 - Classificagdo das unidades figurais elementares

Objeto visivel

4—"”'7\
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Dimensao 0 Dimensao | Dimensao 2
Forma Forma Forma Forma
retilinea curva retilinea curva
Aberta Fechada Aberta Fechada]

L
; — /% O

Ponto Reta ou parte  Arco, Angulo, Tridngulo,
de uma reta curva cruz quadrado,
retangulo

Q O

Curvacom  Oval,
ponto duplo, redondd
cuspide

Fonte: Duval (2004, p. 159).

Ao observar na figura 1 anterior, encontra-se uma descricdo do
tridngulo, quadrado e retangulo. Esses objetos visiveis, sdo de dimensédo 2
com formas retilineas e fechadas. Os valores dimensionais, por exemplo do
retdngulo incluem: a dimensdo 2 (2D), a dimensdo 1 (1D) referente aos
segmentos de retas e mais além, pode-se dizer que os quatro pontos de
intercessdo dos segmentos de reta que formam o retdngulo possuem a
dimensdo 0 (OD). Duval (2004, p. 159, traducdo nossa, grifos do autor)
explica que “uma figura geométrica é sempre uma configuracédo de ao
menos duas unidades figurais elementares.”. Esta atividade cognitiva, que
consiste em ver essas unidades figurais, € denominada de desconstrucao
dimensional.

Desse modo, a visualizacdo de uma figura geométrica deve
contemplar, segundo Duval (2011, p. 87, grifos do autor), a “I...]
desconstrucdo dimensional das formas que reconhecemos imediatamente em

outras formas gue ndo enxergamos a primeira vista, e isso sem que nada mude
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na figura afixada no monitor ou construida no papel. ”. Esta mudanca de olhar
é um salto cognitivo consideravel e pode ser fonte de dificuldades para os
alunos, no entanto, trata-se de um processo essencial para o entendimento de
propriedades geométricas. Por exemplo, quando se pensa em um triangulo
qualquer que é formado pela unido de trés pontos ndo colineares pertencentes
a um mesmo plano, por meio de segmentos de reta € requisitada uma
desconstrucdo dimensional de 2D=>0D=>1D.

Além da desconstrucdo dimensional, Duval (2004, 2011, 2012a,
2012b) estabelece que outras atividades cognitivas séo requisitadas na
aprendizagem da Geometria, sendo por ele chamadas de apreensbes. As
apreensdes sdo de quatro tipos: a apreensdo perceptiva, a apreensao
operatodria, a apreensdo discursiva e a apreensdo sequencial.

O primeiro nivel de apreensdo é a perceptiva que permite o
“reconhecimento das diferentes unidades figurais que sdo discerniveis em
uma figura dada”. (Duval, 2004, p. 162, tradug&o nossa). E 0 modo como se
percebe e entende uma figura num primeiro momento. As Figuras 2a, 2b e 2c
ilustram diferentes maneiras de interpretacdo visual de uma figura

independentemente de um enunciado:

Figura 2 - Exemplos de diferentes organizagdes perceptivas das figuras

> N
L

a b c
Fonte: (Duval, 2012a, p. 121).
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De acordo com Duval (2012a), por meio da apreensé@o perceptiva, a
Figura 2a de maneira imediata é identificada com a superposi¢cdo entre um
retdngulo e um quadrado, a Figura 2b mostra duas formas iguais com um lado
em comum, enquanto a Figura 2c mostra um retangulo dividido em duas
partes.

Retomando o exemplo da Figura 2a, pode ser feita outra
decomposicdo, em que a figura poderia ter sido formada por, ao invés de um
quadrado e um retangulo, dois triangulos, dois pentdgonos e um hexagono
justapostos. Esse ato de pensar em diferentes modos de organizar as figuras
geométricas, como o exemplo dado, mobiliza uma outra apreensdo, chamada
de apreensdo operatoria.

A apreensdo operatoria é mobilizada de modo controlado e esta
“centrada nas modificagdes possiveis de uma figura inicial e nas
reorganizagdes possiveis destas modifica¢des.” (Duval, 20123, p. 125). Essa
apreensdo faz parte do processo heuristico de uma figura, “de descoberta da
resolugdo do problema.” (Moretti & Brandt, 2015, p. 604). Na apreensédo
operatdria, ha trés tipos de modificacdes em uma figura geométrica, sendo
elas: a modificacdo mereoldgica, a modificacdo Otica e a modificacdo
posicional.

A modificacdo mereoldgica, Duval (2004) explica que é uma
decomposicéo da figura de partida em outras subfiguras de dimensdo 2; essas
subfiguras podem ser homogéneas, de mesmo formato, ou heterogéneas, em
que as subfiguras podem possuir formatos diferentes. Do exemplo dado
anteriormente, a Figura 2a teve uma modificacdo mereoldgica heterogénea

pois poderia ser formada por diferentes poligonos.
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A modificagdo otica segundo Duval (2012b) ocorre pela variagdo de
tamanho de uma mesma figura, conservando a forma e orientacdo no plano
fronto-paralelo. E uma modificacdo que “consiste em ver em profundidade”.
(Duval, 2004, p. 166). Ja a modificacdo posicional, € aquela em que na figura
sdo preservados o tamanho e a forma, porém, ocorre a variagdo de orientacéo:
rotacdo ou translacdo (Duval, 2012b). Nas Figura 3A e 3B a seguir,

ilustramos essas duas modificagdes:

Figura 3 - Exemplos de modificacGes oOtica e posicional

-
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Fonte: As autoras.

A apreensdo operatoria, composta pelas trés classes de modificacdes
apresentadas acima, permite que as figuras geométricas cumpram a funcéo de
suporte intuitivo, favorecendo a interpretacdo das atividades de geometria.
Dependendo do numero, heterogeneidade e das posi¢cBes das unidades
figurais que compdem a figura ocorrera um custo de tempo para a efetivacédo
desta apreensdo (Duval, 2004). Mas, € por meio desta apreensdo e da
articulacdo de um discurso de inferéncias com a utilizagdo de uma rede de
conceitos e teoremas é que ocorrerd o éxito na exploracdo de uma figura.

Por fim a outra apreensdo, denominada de sequencial, segundo Duval
(2012a, p. 120), “é explicitamente solicitada em atividades de construcdo ou

em atividades de descricdo, tendo por objetivo a reproducdo de uma dada
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figura.”. E uma apreensio exigida para o seguimento correto de um passo-a-
passo de uma construcdo geométrica.

Na resolucéo de um problema de Geometria é possivel que as quatro
apreensdes — perceptiva, operatoria, sequencial e discursiva — sejam
requisitadas, sendo que algumas dessas apreensdes serdo mais necessarias que
outras.

Além das apreensbes, Duval (2005) destaca tipos de olhares
mobilizados em atividades de geometria. Sendo eles: o botanista, 0
agrimensor, o construtor e o inventor. Os dois primeiros — botanista e
agrimensor — séo olhares iconicos, em que as formas que se observam podem
se relacionar com objetos da realidade. Segundo Duval (2005, p. 18, traducéo
nossa), “a visualizacdo iconica é totalmente independente de qualquer
enunciacgdo explicita ou implicita. Em outras palavras, ndo é de modo algum
subordinado ao conhecimento de propriedades geométricas”. Uma
visualizacdo icOnica prioriza, portanto, o reconhecimento e a diferenciacdo de
formas.

No olhar botanista esta presente o reconhecimento tanto dos contornos
das formas focalizando os aspectos qualitativos quanto da nomeacdo dada
para a figura a partir de suas caracteristicas perceptivas. As atividades que
privilegiam esse olhar consistem na observacao de semelhancas e diferencas
e ndo relacionam as figuras com propriedades. No entanto, este olhar é o que
prepara o aluno para os demais.

O olhar agrimensor tem a finalidade de trabalhar com medidas,
trabalhando com escalas de grandezas. Por exemplo, um arquiteto, ao efetuar

as medidas de um cobmodo em uma casa, precisa passa-las para o papel.
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Os outros dois olhares: construtor e inventor sdo caracterizados por
Duval (2005) como ndo-iconicos, por se relacionarem diretamente a objetos
matematicos. O olhar ndo icénico permite a identificacdo de variancia ou
invariancia de certas caracteristicas presentes em uma determinada figura.
Essas varia¢fes ou invariancias sao resultado de propriedades implicitas que
regem as figuras geometricas.

No olhar construtor, a partir do uso de instrumentos, como a régua ndo
graduada, o compasso ou algum programa computacional, é feita a tomada de
consciéncia sobre uma propriedade geométrica que ocorre ndo apenas pela
caracteristica perceptiva. Por exemplo, para construir um poligono regular é
preciso compreender que as medidas de todos os lados séo iguais, bem como
as medidas dos angulos.

Por fim, o olhar inventor, que percebe a necessidade de reconfiguragéo
da figura de partida ou o acréscimo de tracos, a fim de modifica-la para
descobrir um procedimento de resolu¢édo de determinado problema proposto.
Por exemplo, como dividir um paralelogramo para obter dois tridangulos?

Assim como as apreensdes, esses olhares também estdo presentes em
atividades de Geometria e sdo em maior ou menor intensidade privilegiados,
dependendo da atividade proposta. A intencdo desse trabalho foi de propor
atividades no ambiente dindmico GeoGebra, para isso, algumas
consideracOes sobre esse tipo de recurso foram analisadas.

De acordo com Duval (2013, p. 31) a importancia dos ambientes
informatizados se d& de tal modo que “se tornaram os ambientes que
comandam t&o poderosamente todos os setores da atividade humana que se
adaptar a realidade e ao mundo, € hoje se adaptar as telas via utilizacdo de
softwares.”. Para Duval (2011), o computador ndo produz um novo tipo de
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registro de representacdo semiotica, pois as imagens que exibe sdo as mesmas
que podem ser produzidas no papel. O autor complementa ainda que, por
exemplo, para a interpretacdo das figuras geométricas, a necessidade de
modificagdo mereoldgica ou desconstrucdo dimensional permanece
inalterada.

No entanto, o computador é visto como uma ferramenta com
potencial de tratamento ilimitado e imediato, com a possibilidade de que um
registro se torne manipuldvel, arrastando-o, rodando-o ou mesmo
estendendo-o a partir de um ponto. Essa caracteristica favorece a “explora¢do
heuristica de problemas matematicos.” (Duval, 2011, p. 137).

Duval (2011) pontua que as atividades cognitivas necessarias de
acordo com cada software estéo relacionadas com o menu de comandos. O
menu de comandos corresponde ao modo de controle que € feito pelo
individuo sobre o software. Cada item do menu de comandos exigira acdes e
atividades cognitivas diferenciadas. Duval (2015) destaca que, para uma
autonomia intelectual em Matematica, é necessario considerar as variaveis
pertinentes, articular a representacdo do monitor com 0s enunciados,
propriedades e teoremas. Considera que, com 0 uso do computador, as
atividades matematicas se tornam mais acessiveis e tornam as representacoes
semidticas automaticas, 0 que caracteriza 0 recurso como inovador e

interessante.

ANALISE DA EXPERIENCIA: ATIVIDADES PROPOSTAS NO
GEOGEBRA E DESAFIOS ENCONTRADOS

Esse estudo de caso qualitativo, contou com a participagdo de uma
turma de 30 alunos do oitavo ano de uma escola publica do estado do Parana.
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Devido ao laboratorio de informatica conter 09 computadores disponiveis, a
turma foi dividida em dois grupos, que trabalharam em duplas em cada
computador. Esses grupos foram denominados, respectivamente pelas letras
A e B seguida de numeros para diferenciar as duplas.

A metodologia escolhida para analise de dados foi a de Bardin (2016).
A fim de respeitar o limite de paginas, nesse trabalho sera apresentada a etapa
de interpretacdo e inferéncia em relacdo a trés das treze atividades aplicadas.

A atividade 3.1, chamada de Reconfiguracéo, adaptada de Assumpgao
(2015), mostrava na interface do GeoGebra uma figura, a qual precisaria ser
reorganizada de duas maneiras diferentes. As figuras geométricas poderiam
ser arrastadas pelo clique nos pontos de cor azul ou giradas a partir do clique
nos pontos de cor verde.

Conforme a Figura 4 a seguir, a interface dessa atividade é

apresentada:

Figura 4 - Interface da atividade 3.1 — Reconfiguragdo
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Fonte: As autoras.

Para cada uma das atividades propostas, um quadro de analise

adaptado do trabalho de Scheifer (2017) foi elaborado. Para que as dimensdes
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da péagina fossem respeitadas, as categorias de andlise tiveram suas
denominacdes abreviadas: D. D. Desconstru¢do Dimensional, P refere-se a
apreensdo perceptiva, D a apreensdo discursiva, O para apreenséo operatéria
e S para a apreensao sequencial. As modificacdes foram abreviadas, de modo
que Mer refere-se a modificacdo mereoldgica, Otc modificacdo Gtica e Pos.
para modificacdo posicional. Do mesmo modo os olhares: B para olhar
botanista, A para olhar agrimensor, C para olhar construtor e | para olhar
inventor.

O Quadro 1 a seguir, apresenta parte da anélise da primeira tentativa

de reproducao da figura da atividade 3.1, chamada de Reconfiguracao:

Quadro 1 - Analise da atividade 3.1

. Maneiras de Apreensdes Olhares
Sl G reproducéo das Duplas | D.D
Atividade produg pas1®o e 1o, s, o. B.|A|C.|L
figuras Mer. | Otc. [ Pos.
Observe a figura Al,
no quadro ao Ad,
lado e tente A5,
reproduzi-la de Corret | A6, 1
duas maneiras Sobreposica | a A9, X X X XX
diferentes, o de duas ou B2,
escolhendo mais figuras B3, B4
algumas das e B7
figuras abaixo. Incorr
- Paraarrastara | eta A2, A8 X X X [ X
figuracliqueno |&
ponto azul. ) Corret
- Para gira-la 5 a BLBS| X* | X X XX
clique no ponto
verde. Sobreposica
Vocé pode oe
utilizar também justaposicdo | Incorr
0s pontos deduasou |eta A7, B6 X X X | X
vermelhos. mais figuras
Para isso, basta
clicar sobre eles
e arrasta-los.

Fonte: As autoras.

t X*Esse simbolo indica que a desconstrugdo dimensional foi presente nas reproducdes das figuras de algumas duplas.
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Para reproduzir a figura, foram identificadas sobreposicdo e
sobreposicdo com justaposicdo de duas ou mais figuras. Apenas uma dupla
fez uso apenas de justaposicdo de figuras. Foi constatado, a partir dos dados
empiricos coletados, que nem todos 0s sujeitos conseguiram reproduzir a
figura de partida da atividade 3.1. Por esse motivo, no Quadro 1 anterior, foi
indicado se a reproducdo da figura foi realizada acertadamente ou
erroneamente.

Por meio dos dados, inferiu-se que a atividade envolveu visualizagdo
em um nivel de reconhecimento das formas com a apreensao perceptiva e o
olhar botanista mais evidenciados. Atividades como essa corroboram com
Duval (2011, p. 85, grifos do autor) de que “ver uma figura é reconhecer
imediatamente as formas, isto é, os contornos fechados justapostos,
superpostos, separados.”. Por meio do olhar botanista, os sujeitos precisaram
identificar contornos e caracteristicas da figura de partida para tentar
reproduzi-la de dois modos distintos. Aliada a apreensdo perceptiva, a
apreensdo operatoria com modificacdo posicional e mereoldgica foi
mobilizada pela mudanca de posicao das formas geométricas, bem como da
identificacdo de subfiguras que compunham a figura de partida.

Cinco duplas mobilizaram a desconstrucdo dimensional, porém foi
possivel observar alguns equivocos cometidos. Por exemplo, a dupla Bl
utilizou a justaposicdo de duas formas geométricas e a sobreposicao de um
segmento de reta e ndo observou que a figura obtida estava incompleta. As
duplas A2, A4, A5 e B3 também fizeram uso de pelo menos um segmento de
reta para a obtencdo da figura de partida, o que indicou uma desconstrugéo
dimensional de 2D=> 1D.
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No Quadro 2, a seguir, € apresentada a reproducdes da figura pela

dupla B3, que fez uso da maior quantidade de segmentos de reta.

Quadro 2 — Atividade 3.1 — algumas reproducdes da figura

Dupla Formas geométricas . . Figura
i Figura de partida .
utilizadas g P reproduzida
2% maneira
i “: *e————0
*e——— O
B3 &———0 *e—0

Fonte: As autoras.

A partir dessa verificacdo quanto ao uso de segmentos de reta para a
reproducdo da figura de partida, foi possivel corroborar com o que Duval
(2011) afirma, que a mudan¢a de uma dimensdo a outra é laboriosa, pois
contraria a percepcdo imediata, que € a da dimens&o superior.

A atividade a seguir, foi chamada de Poligonos Regulares e Nao
Regulares. Nela foi utilizado material impresso com instrucées para o uso de
ferramentas de medida de comprimento dos lados e também para a medida
dos angulos internos das figuras. Na interface do GeoGebra trés grupos de
figuras eram exibidas. Apds a movimentacao e observacdo de cada grupo de
figuras, os alunos registravam por escrito suas conjecturas.

A figura 5 a seguir, mostra a interface dessa atividade:
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Figura 5 - Interface da atividade sobre poligonos regulares e ndo regulares

Fonte: As autoras.

Para cada tipo de poligono houve trés categorias de respostas dessa
atividade. A primeira categoria, tanto para o triangulo e o quadrado, quanto
para o pentagono, indicava a compreensdo de que as medidas dos lados das
figuras mudavam quando movimentadas. A dupla Al, por exemplo, foi
caracterizada nesse primeiro grupo, pois escreveu “A[s] medidas dos
triangulos mudam toda vez que movemos as figuras. Porque a cada vez que
movemos as figuras os lados aumentam ou diminuem mudando assim as
medidas.” .

A segunda categoria reuniu respostas que mostravam a compreensdo
que dentre as figuras, ap6s serem movimentadas, ao menos uma de cada
formato mantinha as mesmas medidas para todos os lados. A dupla A5, por
exemplo, escreveu sobre os quadrilateros: “O 1° quadrilatero muda
totalmente o tamanho de seus segmentos de reta, ap6s 0 movimento. O 2°
muda o tamanho, mas as linhas posicionadas de frente uma com a outra tem
amesma medida. O 3°é um poligono regular, pois seus lados continuam com

a mesma medida.”.
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Por fim, a terceira categoria, chamada de outras, contemplou
respostas incompreensiveis sem a possibilidade de relagdo com as categorias
anteriores e também as respostas em branco.

Dentre as atividades cognitivas observadas, as apreensdes sequencial,
perceptiva, discursiva e operatoria com modificacdes ética e posicional foram
presentes. Nos arquivos digitais, se observou que a sequéncia de instrugdes
para obtencéo das medidas dos lados foi seguida corretamente, caracterizando
a apreensdo sequencial. As apreensdes perceptiva e discursiva foram
requisitadas, pois, pela apreensdo perceptiva, o reconhecimento das figuras
era imediato e a presenca de um discurso no material impresso guiava o olhar
sobre as figuras.

A apreensédo operatoria foi identificada com a modificacdo ética. A
dupla A8, caracterizada no grupo de respostas, aponta que: as medidas
mudam, mas o formato € o mesmo, e menciona sobre os quadrilateros que: “4
numeracdo mudou, mas nao houve mudanca no formato”. Quando a dupla
escreveu a palavra “numeracgdo”, é possivel inferir que se refere as medidas
dos lados dos quadrilateros. A dupla Al conjecturou que as medidas dos
triangulos mudavam: “Porque a cada vez que movemos as figuras os lados
aumentam ou diminuem mudando assim as medidas.” Tanto as respostas de
Al quanto de A8 indicaram que a modificacdo Otica esteve presente. De
acordo com Duval (2012b), nesse tipo de modificacdo a figura é aumentada,
diminuida ou deformada. No entanto, é possivel inferir que, a modificacéo
posicional também foi presente.

Segundo Duval (2012a, p. 126) na figura em que ocorre a modificacdo
posicional “pode-se desloca-la ou rotaciona-la em relacgéo as referéncias do

campo onde ela se destaca”. Quando a dupla B5 (grifos nossos) escreveu
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sobre o quadrado que “/...] no KLMN ao movimentar um vértice a figura gira
e a medida fica igual”, compreendeu-se que a modificacdo posicional
também esteve presente.

Dentre as questdes propostas serdo apresentadas as respostas escritas
sobre quais poligonos eram regulares e quais caracteristicas Ihes poderiam ser
atribuidas. A respeito das caracteristicas que esses poligonos possuiam,
quatro categorias de respostas foram frequentes (todos os lados e angulos
iguais, &ngulos iguais, lados iguais e outros). Em relacdo a segunda categoria,
chamada de: todos os angulos iguais, dentre as duplas Al, A6, A9, B4 e B7,
trés delas conjecturaram, respectivamente, que: “os poligonos regulares ndo
ha alteragoes nos dangulos”, “que o triangulo soé chega a 60° o quadrilatero
a 90° e o pentagono a 108° mais s6 soube isso por causa da ferramenta
dngulo” ¢ que “eles ndo mudam seus angulos”. Despertou interesse nas
respostas dadas por essas duplas, pois, quando se referiram aos quadrilateros,
mencionaram que eram regulares tanto o quadrado quanto o retangulo. Uma
das respostas denotou a potencialidade do uso do software GeoGebra, que por
meio da ferramenta angulo, no movimento das figuras, a percepcao é agucada,
facilitando conjecturas.

Uma observacao interessante é que embora tenham visto as medidas
dos lados dos poligonos regulares ndo se alterarem nem todas as duplas
mencionaram que os lados de um poligono regular também possuem a mesma
medida, caracterizaram um indicativo de que ndo houve a desconstrugédo
dimensional de 2D=>1D.

Segundo Duval (2011), a mudanca de uma dimensdo a outra €
contraria ao reconhecimento imediato das formas, porque a unidade figural

da dimensdo superior se impde de modo imediato a percepgdo. Os sujeitos
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gue consideraram somente caracteristicas dos poligonos regulares, referente
aos angulos iguais, permaneceram na dimenséo dois, sem voltar o olhar para
os lados dos poligonos que estdo na dimenséo inferior. 1sso levou ao equivoco
de mencionarem o retdngulo como um poligono regular.

Somente as duplas A5, A7, B5 responderam, respectivamente, que 0s
poligonos regulares possuem “dngulos do mesmo tamanho, segmentos de
reta do mesmo tamanho”, “todos tem lados do mesmo tamanho (os lados) e
0 mesmo tamanho de angulos”, “tem as medidas dos lados e dos angulos
iguais”. Ao mencionarem sobre as caracteristicas observadas nos lados dos
poligonos, compreendeu-se que uma desconstrucdo dimensional de 2D=>1D
foi estabelecida, pois dos poligonos (2D) os olhares se voltaram para os lados
(1D).

Por fim, a terceira atividade apresentada é a respeito da construcao dos
poliedros regulares. A partir de instrucdes no material impresso, as duplas
construiram os poliedros regulares, bem como suas planificacdes.

As instrucdes de construcdo caracterizaram a apreensao sequencial,
enquanto gque a designacao de elementos dessas instrugdes, como as palavras:
pontos, arestas e vértices compreenderam uma apreensao discursiva, pois 0s
alunos precisavam compreender o significado dessas palavras para
conferirem se 0 que aparecia construido na tela do GeoGebra era condizente
com o0 que se pedia. Todas as duplas obtiveram éxitos ao seguirem 0s
comandos.

N&o se pode deixar de destacar que a apreensdo perceptiva também
foi necessaria, pois a cada passo da construgdo era preciso identificar os
formatos que apareciam na tela. Outra apreensdo presente foi a apreenséo

operatoria com modificagdes Otica e posicional. Os alunos arrastavam com o
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mouse 0s poliedros e também podiam aumenta-los ou diminui-los para
conseguirem estabelecer quantas arestas, vertices e faces possuiam. Ao
voltarem-se para esses elementos, foi presente a desconstrucdo dimensional
na realizacdo dessa atividade.

Quando apresentada a ferramenta de planificacdo, foi notorio o
encantamento dos alunos. Sob um ponto de vista cognitivo, a presenca da
desconstrucdo dimensional de 3D=>»2D foi estimulada. A partir da construcao
do poliedro, ao clicar nessa ferramenta era possivel, pelo arrastamento do
controle deslizante, “montar e desmontar” o poliedro, facilitando a
observacao de suas faces.

O quadro 3 a seguir ilustra essa situacao, juntamente com um dialogo

gravado em audio sobre 0 momento dessa atividade:

Quadro 3 - Experiéncia com a ferramenta de planificacdo no GeoGebra

Trecho do dialogo da pesquisadora Interface do GeoGebra que se refere ao didlogo
Pesquisadora - Ai quando vocés forem contar IIl NGNS

0 nimero de faces, tem aqui uma ferramenta | | s vssassssso

chamada planificagdo que é essa Ultima aqui. .

Todo mundo consegue ver?

Alunos — sim.

Pesquisadora - Vocés véo clicar sobre ela e
vao clicar sobre o tetraedro. O que que
aconteceu?

Um aluno de B4 — Meu Deus. Umas coisas.
Pesquisadora - Apareceu a planificacdo do
tetraedro e apareceu essa outra ferramenta que | & -+
se chama controle deslizante. O que vocés vao -
fazer com ela, vdo vir aqui e vdo movimentar
esse controle deslizante.

Um aluno de B5 - nooossa que legal.

Varios alunos - oohhh

Um dos alunos de B3 - nossa que massa

Fonte: Adaptado de Novak (2018, p. 115-117).
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Como é possivel observar pelo Quadro 3, na interface do GeoGebra,
na janela de visualizacdo 2D, é exibido o formato da face que estd sobre o
plano na cor cinza na janela 3D. Situacdo essa que favorece a desconstrucédo
dimensional e pode ser explorada de diferentes maneiras pelo professor. Na
segunda imagem ao movimentar o poliedro, o triangulo da primeira janela
desaparece. Ao perguntar aos alunos do grupo 2 sobre o ocorrido, um dos
integrantes da dupla B5 explica: “quando vocé levantou o poliedro ele nao
est& mais na base, s6 aparece [sic] aquela pontinha. ” A fala do aluno indicou
a observacdo coerente sobre o GeoGebra de que exibe, na janela de
visualizacdo 2D, somente as faces que estdo sobre o plano na regido em cinza
da janela de visualizacdo 3D.

Como o poliedro foi levantado, somente um dos Vértices ficou sobre
o0 plano de cor cinza e, por esse motivo, na janela de visualizagdo 2D, somente
esse vértice foi exibido. Mesmo tendo os primeiros contatos com o software,
falas como a desse aluno evidenciam as potencialidades de seu uso para o
estabelecimento de conjecturas. E possivel verificar que mesmo tendo 0s
primeiros contatos com o software, as falas dos alunos evidenciaram

entusiasmo com o uso do ambiente dinamico.

CONSIDERACOES E APONTAMENTOS

O GeoGebra contribuiu para que a apreensao perceptiva fosse
estimulada, pois as figuras geométricas por meio do movimento assumiam
posicdes ndo candnicas. A apreensdo operatéria com as modificacdes,
posicional e 6tica acontecem simultaneamente ao arrastar, girar, aumentar ou

diminuir as figuras geométricas presentes na interface do GeoGebra. Ao
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articularem o que viam na interface do GeoGebra com os enunciados das
atividades a apreensdo discursiva tambem foi verificada.

Pelo uso do GeoGebra, o seguimento de instrucfes de construcao de
figuras geométricas é resgatado de maneira singular. E necessario tanto o
conhecimento de termos matematicos como reta, ponto, poligono, quanto o
conhecimento das ferramentas que permitem determinada construcao.

O GeoGebra ¢ um instrumento de construcédo facilitador por possuir
um painel de comandos intuitivo, com icones representados, em grande
maioria, pelo desenho das construcdes possiveis seguidas de uma pequena
descricdo do que sera obtido a partir da selecdo de determinado icone. Foi
verificado que, para as atividades em que os alunos precisaram seguir
instrugcbes de construgdo no GeoGebra, ndo houve dificuldades,
caracterizando a apreensdo sequencial presente.

O que precisa ser levado em conta é que essas facilidades de
construcdo podem omitir compreensfes necessarias a respeito das figuras
geométricas. Por exemplo, uma questdo que pode ser colocada aos alunos é
sobre como obter um quadrado considerando suas principais caracteristicas
(todos os angulos retos e todos os lados iguais) com ferramentas diferentes
daquela que constréi poligonos regulares no GeoGebra.

Dentre os quatro diferentes tipos de olhares descritos por Duval
(2005), a presenca dos olhares iconicos foi mais evidente. A partir de
observacdes qualitativas nas figuras, caracteristica essencial do olhar
botanista, e, em especial, pela possibilidade de medir tanto o comprimento de
lados ou arestas como dos angulos dos poligonos, movimentar, arrastar, girar,
planificar e remontar de modo imediato os poliedros, os alunos puderam

estabelecer conjecturas.
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O trabalho com o GeoGebra favoreceu a desconstru¢do dimensional
pela facilidade em manipular as representac6es dos objetos matematicos. Para
0 caso dos poligonos, os alunos puderam observar de maneira dindmica o
comportamento das figuras, para isso voltaram os olhares tanto para os lados
quanto para 0s Vértices, o que evidenciou a desconstru¢do dimensional de
2D=>1D=>0D.

Com o uso desse software, é possivel que exploracdes dos contetdos
matematicos, bem como dos pressupostos tedricos de Raymond Duval, sejam
eficientes. No entanto, a elaboracao de atividades no ambiente dindmico sobre
alguns dos contetdos de geometria dos Anos Finais do Ensino Fundamental,
sustentada em aspectos cognitivos, revelou-se laboriosa.

Como indicativo para futuras pesquisas que complementem o presente
estudo, uma lacuna a ser preenchida podera ser a proposta de atividades no
ambiente dinamico que mobilizem, em especial, os olhares nédo iconicos, a
apreensdo operatoria com modificacdo mereoldgica, e a desconstrucao
dimensional para a resolucéo de problemas de geometria envolvendo o papel

heuristico das figuras geomeétricas.
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CAPITULO IX

A APRENDIZAGEM DE GEOMETRIA SOB O OLHAR DA
DESCONSTRUCAO DIMENSIONAL DAS FORMAS

Roberta Nara Sodré de Souza
Méricles Thadeu Moretti

A aprendizagem dos conceitos de geometria perpassam pela
proposicdo de problemas com suas figuras. Em geral, ao transformar a figura
dada em um problema matematico que envolva a geometria temos acesso ao
reconhecimento e designagdo de varios elementos nas diferentes dimensdes.
As figuras sdo permeadas de elementos tedricos e a desconstrucao
dimensional se revela como uma operagdo cognitiva a ser desenvolvida no
ensino. Em nosso estudo trouxemos atividades que possibilitavam o aspecto
transitorio de figuras, que inicialmente nos passavam uma boa forma e
estimulavam as mudancas dimensionais.

Ver uma figura em geometria € uma atividade cognitiva mais
complexa e é preciso ter consciéncia sobre seu o seu papel no ensino de
conceitos de geometria. Os elementos perceptivos das figuras, como também
os discursivos provocam a apreensdo operatoria a se desenrolar numa
atividade proposta. As mudancas dimensionais sdo necessarias ja no primeiro
contato com a figura, seja no olhar para além dos seus limites visuais, seja
para insercdo de novos elementos ndo explicitos que podem modifica-la.
Nesse sentido, como pesquisadores e/ou docentes na &rea da Educacdo

Matematica, as passagens entre dimensdes envolvidas com o conhecimento
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de geometria precisam ser avaliadas e discutidas no processo do ensinar-
aprender. As discussdes resultantes de pesquisas trazem referéncias robustas
em prol da aprendizagem do estudante e podem direcionar a olhar de escolhas
didaticas ao considerar seus resultados

Neste estudo trazemos elementos sobre as mudangas dimensionais no
processo de aprendizagem de geometria que se relacionam com a resolucéo
de problemas com figuras em diferentes dimensdes. A base tedrica de nossa
investigacdo se vincula a Teoria Registros de Representacdo de Raymond
Duval. Com essa orientacdo semio-cognitiva, como caminho de anélises,
consideramos que o conhecimento dos objetos matematicos sdo intrinsecos
ao transito entre suas representacfes e se fazem necessario no processo de
desconstrugdo das formas nas diferentes dimensdes e no aprender de
geometria.

Os problemas selecionados, construidos ou reconstruidos pelos
pesquisadores para essa investigacdo e foram aplicados com estudantes
voluntarios do Ensino Médio. Desenvolvemos a experimentacdo com 13
voluntarios, estudantes do Ensino Médio Integrado do IFSC que
compareceram a 5 encontros. A cada encontro foi realizado uma reviséo de
conceitos basicos envolvidos na atividade e uma sequéncia de atividades
previamente elaboradas e analisadas apoiando-se nos aportes tedricos
envolvidos na pesquisa.

Os olhares abordados sob os problemas e os registros dos sujeitos
levantam uma série de observagGes cotidianas, que quando referenciados na
teoria trazem respostas que superam nossas perspectivas iniciais. Considerar
as habilidades dos estudantes nesse nivel de ensino vinculadas a importancia

da acdo metodoldgica focada por aportes tedricos semio-cognitivos sao
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discussbes fortemente importantes a serem refletidas pelos que atuam na

Educacao Matematica.

COMPREENSOES, DISCUSSOES E ANALISES QUE PERMEIAM A
DESCONSTRUCAO GEOMETRICA

A relevancia do ensino da geometria no contexto escolar é notoria, e
a importancia dada nos encontros, congressos e pesquisas que dessa forma
convergem para o entendimento de que o ensino da geometria fornece
elementos indispensaveis a formacéao escolar. A duplicidade de linguagens,
com pelo menos, dois registros de representacdo semioticos, a linguagem
materna e a linguagem figural nos problemas de geometria que envolvem
figuras, trazem situagdes ricas para o desenvolvimento conceitual.

As imagens que formamos de um objeto é feito por processos que
envolvem a linguagem nas suas diferentes formas, aqui representardo na sua
amplitude, os signos, esses dardo a estrutura do que pensamos e conhecemos
(Duval, 2012b, p. 270). As diferentes linguagens, presentes nos meios aos
quais acessamos diariamente, agem de forma perceptiva e combinada entre
varios de nossos sentidos. Dessa forma, "o exercicio da linguagem como
pensamento [...] € o que nos permite estabelecer relacdes, concebé-las e
compreendé-las " (Chaui, 2003, p. 160).

O transito entre diferentes Registros de Representacdo Semidtica
(RRS) compreende as variagdes dadas sobre o registro inicial relacionado a
associag0es para um segundo, essas variagdes precisam ser coordenadas pelo
sujeito que durante esse processo, aprende. A isso denominamos coordenagao
entre registro de representacfes e € por meio dela que o conhecimento é
ampliado (Duval, 1995). "(...) H&, para um mesmo objeto matematico, muitos
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registros que o representam e que cada um desses registros comporta o objeto
em sua plenitude, mas revela mais fortemente uma das suas facetas™ (Moretti,
Brandt & Souza, 2016, p. 7). Dessa forma, sdo premissas para a propria
construcdo do conceito de figura geométrica, vé-la por meios dos registros de
representacdo, seus tratamentos e coordenagdes, sejam na mesma unidade
dimensional ou em unidades diferentes.

As trocas dimensionais em figuras sdo necessarias em grande parte de
problemas que se compBem de contextos geométricos. As mudancas
dimensionais aproximam os diferentes registros de representacdo e
oportunizam interconexdes entre diferentes sistemas semioticos que irdo
permitir o desenvolvimento favoravel a construcdo dos objetos matematicos.

A forma de pensar as possiveis modificacbes em uma figura dada num
problema, ocorrem ja de primeiro momento, sob a forma de ver a figura. A
forma perceptiva, se destaca em relagdo a discursiva, no caso, o texto do
problema envolvido, pois existe uma tendéncia de olhar para o aspecto visual
(Moretti e Brandt, 2015, p. 605). E por meio da apreensdo perceptiva, que
podemos conseguir ideias para resolver um problema, como prever caminhos
de subdivisdes, criacdo de linhas auxiliares, rotacdes, dentre outros
procedimentos, permitimos que a figura possa exercer o seu papel heuristico
(Duval, 1998, p. 147).

A leitura das caracteristicas das figuras geomeétricas, colocadas em
atividades de ensino, podem contribuir nos aspectos relacionados a percepcao
de uma " boa forma™ (Penna, 2000, p.28). O olhar dos problemas propostos
sobre elementos destacados, ampliados ou que sofram agdes na figura inicial
dada, podem levar o estudante a se aproximar da percepcdo de dimensdes

inferiores necessérias a resolucéo.
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Nossa percepcdo ocorre por variagdes de contrastes ocorrem por
diferencas de estimulo visual por diferentes unidades da forma, sejam elas:
ponto, linha, plano, volume, configuracéo real ou esquematica (Gomes Filho,
2009, p.36). A tendéncia perceptiva gestalticas, que envolvem figuras
geométricas, podem comandar ou ndo a possibilidade de ir a dimensdes
inferiores, ou seja, a desconstrucao geométrica.

O ato de perceber é dado em funcdo da presenca de um objeto, 0s
objetos ausentes podem apenas ser evocados (Penna, 2000, p. 42). Ao evocar
objetos ausentes requeremos uma apreensdo diferenciada, que vai além de
processos perceptivos. O ver além do explicito determina as dificuldades
maiores dos estudantes pois requerem outras formas de apreensdo. As
modificacbes e reorganizacBes possiveis numa figura geométrica,
caracterizam a apreensdo chamada de apreensdo operatéria de modificacao
da figura inicial, que envolve os aspectos heuristicos do pensamento para
resolver o problema em si (Duval, 2012a, p. 136).

As dificuldades dos estudantes em resolver problemas em geometria
ocorrem por serem incapazes, muitas vezes de unir o duplo estatuto
necessario para raciocinar e argumentar em matematica, considerando a parte
tedrica (definicBes, teoremas, ...) unida aos processos operatorios
(desconstruir e reconstruir formas, por exemplo) que coordenardo a
visualizacdo em matematica. A forma do proceder matematico se remete ao
que chamamos de um gesto intelectual e esta fortemente ligada a mobilizacdo
entre registros caracterizando a maneira de pensar na area e que revela a face
oculta de sua aprendizagem, sem a qual seria impossivel compreender

matematica (Duval, 2016).
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Na primeira fase da visualizagdo aparece, em geral, a necessidade de
operar cognitivamente sobre a figura geométrica dada e a ver
matematicamente. Nesse processo, tem-se a preocupagdo em considerar as
unidades figurais, em variar a dimensdo, que ir4 se sobrepondo ao que se
percebe a primeira vista (Duval, 2011, p. 88). O mecanismo da funcéo
cognitiva da visualizacdo matematica que se sobrepde a qualquer outra funcao
¢ a desconstrucdo dimensional de formas (Duval, 2005, p. 7).

As reflexdes advindas de desconstruir em dimensdes se remetem a
outras unidades figurais diferentes das explicitas, transformando a figura.
“Com a desconstrucdo dimensional, a figura ndo é mais do que uma
configuracdo particular e transitéria” (Duval, 2005, p. 26). No entanto, vemos
primeiramente um cubo, do que os quadrados que o compde. Vemos os lados
de um retangulos, antes de seus vértices. Para ver uma figura geométrica, num
problema, temos a tendéncia de olhar aquela de maior dimensdo que é
apresentada, nos colocando, geralmente, em clausura para ver as dimensfes
inferiores, visto as questdes gestalticas. "Em certos casos, os fatores proprios
a apreensdo perceptiva podem favorecer estas operagdes e, em outros casos,
ao contrério, inibi-las" (Duval, 2012b, p. 287).

Quando um objeto visivel muda de dimensdo poderd apresentar
diferentes caracteristicas no seu "desmanche"”. Para que possa ser analisado
as varidveis didaticas na desconstrucdo de dimensdes que um problema
contempla se requer uma classificacdo organizada das unidades figurais
elementares (Duval, 1995, p. 177). A Figura 1, traz um esquema que procura

apresentar como a mudanca de dimensdo se operacionaliza mentalmente.
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Figura 1: Classificacdo das unidades figurais elementares

Objeto visivel

//7\

Dimensao 0 Dimensio | Dimensao 2
Forma Forma Forma Forma
retilinea curva retilinea curva
Aberta Fechada Aberta Fechada

L =4 )
. A twe O 0 O

Ponto Reta ou parte  Arco, Angulo. Triangulo, Curva com Oval,
de uma reta curva cruz quadrado, ponto duplo, redondo
retingulo  cuspide

Fonte: Duval (1995, p. 177).

Na desconstrucéo de dimensdes de 3D para 2D, 2D para 1D, 1D em
0D, existe um salto cognitivo ao se reduzir a dimensdo de uma figura a outra,
em diferentes formas, que podemos observar na Figura 1. Sendo assim, a
importancia da aprendizagem para olhar as figuras as propriedades e as
maltiplas unidades figurais sdo essenciais no fazer docente.

Para treinar o olhar a ver além do desenho é preciso contemplar as
variacdes nas figuras e nas situacdes possibilitando o ver e tornando-se
varidveis didaticas relevantes para a organizar a aprendizagem em
matemaética (Duval, 2011, p. 92).

No curriculo escolar é simples que operacGes importantes como as
transformacdes em figuras e a mudanca dimensional passem despercebidas ja
gue as mesmas ndo estdo ligadas a nenhum contetdo, perpassando de forma

oculta (Duval, 2011, p. 92). Para que isso ndo ocorra temos que ser capazes
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de propor agGes didaticas intencionais que articulem a forma de ver as
dimensGes, percebendo suas unidades figurais.

O aporte teorico levantado nos inquieta a entender se problemas que
envolvem figuras podem abordar intencionalmente a desconstrucio
geométrica das formas possibilitando a aprendizagem desse gesto intelectual
na construcdo dos conceitos em Geometria no Ensino Béasico?

Como hipoteses preliminares e que justificaram a intencdo de nosso
estudo temos os seguintes elementos que permearam nossas analises e
observagdes na aplicacdo dos problemas propostos aos nossos sujeitos:

- desconstrucdo geométrica é a operacgdo intelectual e constituinte de
muitos problemas com figuras em Geometria, ela ndo € algo que se constroi
naturalmente pois envolve elementos semidticos e cognitivos que interagem
junto aos problemas que precisam ser aprendidos;

-a desconstrucdo geométrica pode ser abordada de forma intencional
em problemas que envolvem figuras e que tenham esse objetivo;

- a desconstrucdo geométrica constitui-se um gesto intelectual
essencial nas significacdes dos objetos matematicos da Geometria e pode
contribuir para que os estudantes minimizem dificuldades de visualizar
elementos em dimensdes diferentes das dadas.

Na buscar por analisar o problema e hipoteses levantadas buscamos
na sequéncia didatica construida, com o olhar dos aportes teoricos ja
destacados, elaborar nossas consideragdes para 0 estudo proposto.
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OS OLHARES DA DESCONSTRUQAO GEOMETRICA DA FORMAS
NA PROPOSICAO DE PROBLEMAS COM FIGURAS

Nosso interesse na investigacdo foi de verificar as trajetdrias do gesto
intelectual da desconstrucdo geométrica das formas na aprendizagem dos
estudantes de forma a considerar caminhos as nossas inquietacfes. Em nosso
estudo selecionamos problemas matematicos que envolvessem figuras que
permitissem ao sujeito desenvolver elementos de geometria em dimensdes
diversas.

Os principios da Engenharia Didatica (Artigue, 1988), caracterizada
como um esquema experimental baseado em realizacGes didaticas foram
utilizados para a construcdo, analise e a experimentacdo das atividades
propostas em nossa investigacdo. As analises preliminares se deram sobre o
embasamento tedrico permeando as propostas de instrumentos elaborados.

Para este artigo, selecionamos, dentre as quatorze questdes propostas
na sequéncia didatica, trés atividades e apresentamos as analises das
producdes dos sujeitos. Para cada atividade, foram feitas analises baseadas
nos aspectos semioticos e cognitivos de forma preditiva, com base teorica e
sob as possiveis trajetorias de resolucdo dos sujeitos.

Os sujeitos tiveram a necessidade de mobilizar saberes ja adquiridos
do campo geométrico nas atividades propostas e desenvolver ao menos uma
desconstrucdo de unidade figural. Foram utilizados também registros por
entrevista individual, bem como registro fotografico dos procedimentos dos
sujeitos. Os registros dos sujeitos foram confrontados com os aportes teéricos
da pesquisa. Nossas analises tiveram o foco principal nas desconstrucfes
dimensionais envolvidas na resolucdo das atividades propostas aos sujeitos.

Apresentamos, a seguir, trés atividades selecionadas para essa discussao.
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Na atividade 3 propomos a seguinte questdo: Que caracteristicas
destacam-se na construcdo da imagem dos triangulos do Quadro 1 a seguir,

de 1 para 2 e para 3?

Quadro 1: Sequéncia da formacéo do triangulo de Sierpinska

A

\ 4

Fonte: Elaborada pelos autores.

3

Na atividade proposta, pretendiamos que o0s sujeitos percebessem o
objeto visivel em 2D e as propriedades geométricas apontados na sequéncia
dos triangulos apresentados nas etapas da construcdo do triangulo de
Sierpinska. Os triangulos foram numerados para facilitar a visualizacdo de
uma sequéncia. O contraste de cores cumpria o papel estimulo a visualizacao
de boa forma (Gomes Filho, 2009, p. 18).

O problema delimitou o objetivo de comunicar com fins a requisitar
a analise sobre um tratamento de dimensdes (Duval, 1995, pp. 89-91). A
priori a passagem da desconstrucdo da segunda dimensdo para a primeira
dimensdo se dariam na observagdo dos triangulos compostos por lados
menores. J& para a dimensdo zero, na constru¢cdo dos novos triangulos
baseados na ligacdo entre pontos médios dos lados dos triangulos anteriores.

Da percepcéo inicial do Quadro 1, provocaria nos sujeitos, uma agéo

sob o discurso com intengédo de operar e expandir conceitualmente.
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Sobre as conversbes e tratamentos da atividade, a priori
consideramos que haveria a conversédo lingua natural-formal para uma figura
geométrica bidimensional e desta ao tratamento em primeira dimensao
mantendo o registro. Existiria a necessidade de uma conversao a um registro
discursivo, para poder relatar as observactes desenvolvidas usando a
designacdo dos objetos que levaria, a coordenacgéo entre registros semioticos.

Nas consideracdes feita sob a producdo dos sujeitos, nessa atividade,
apresentamos as analises que nos permitiram acrescentar os aspectos na
andlise a posteriori.

Na fala do sujeito SG, que finaliza a resolucdo indicando que a
caracteristica em destaque seria o fato de serem triangulos compostos por
mais triangulos que se repetem, condensamos o que ocorreu na maioria das
analises o enclausuramento na segunda dimensdo. Em dez registros dos
sujeitos percebemos procedimentos de resolucdo com a manutencdo da
segunda dimensdo. Assim, a desconstrucdo dimensional da forma para
compor a analise, foi dificultada e até foi inibida pela visibilidade da operacéo
de apreensdo perceptiva (Duval, 2012b, p. 287) e a ndo obrigatoriedade
explicita da atividade em levar para discutir 0 que ocorria em outras
dimensdes.

A troca de dimensdo ocorreu nos registros de trés dos sujeitos da
pesquisa, contudo com dificuldades de designacdo correta de objetos
matematicos nas dimensdes inferiores. A desconstrugdo dimensional
apresentou-se no sentido da indicacdo do vértice do triangulo pelo sujeito SH
e pelo sujeito SE nomeado como "ponta”. O sujeito SB nédo deixou claro a
indicacdo do vértice, mas, em sua producdo, colocou em destaque que 0s

triangulos véo ficando no centro. Na entrevista individualizada realizada com
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SB orientando o seu pensamento questionamos: “-Vértice?”, e este responde:
"-sim, se encostam no lados ou base do triangulo maior”. Nesse momento,
ficou explicita a passagem para 2D. Levar o sujeito a pensar sobre o discurso
produzido e que este poderia dar margem a outras interpretacGes possibilita
uma correcdo na designacao dos objetos matematicos e traz o indicativo da
desconstrucdo dimensional.

A mudanca da 2D para a 0D, sem a necessidade de passar pela 1D fica
mais evidente, contudo, com dificuldades do uso adequado para designa-los.
A indicagdo do ponto médio aparece na fala dos sujeitos como "meio" ou
"centro" da figura plana por sete sujeitos.

Consideramos que a ndo requisi¢do de calculos e ou construcdes na
questdo promovem a ndo percepcdo, ou até mesmo a cegueira para as
dimensGes inferiores da figura. Os sujeitos da pesquisa procuram explicar o
raciocinio da construcao do Triangulo de Sierpinski na mesma dimensdo. A
possibilidade da repeticdo infinita dos triangulos e a construcdo fractal é
indicada apenas pelo sujeito SB que conseguiu desconstruir nas dimensées
1D e OD.

A atividade 5 foi dividida em dois itens. Os sujeitos s6 receberam o
item 5.2, ap0s terminar e entregar o item 5.1. No item 5.1, pretendiamos que
0 estudante percebesse o objeto visivel, identificando-o como um quadrado,
que foi repartido em duas figuras de oito lados, cada uma, A e B, vazadas e
com quadriculados no preenchimento. E que a partir disso percebesse as
medidas dos lados, em primeira dimenséo e calculasse o perimetro de A e B,
considerando por fim, serem iguais e apontando a alternativa "a" como

correta. A atividade proposta aos sujeitos € a exposta no Quadro 2.
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Quadro 2: Proposta da Atividade 5-5.1

5.1- Assinale a resposta correta:

a) O perimetro da parcela A é igual ao
perimetro da parcela B

b) O perimetro da parcela A é maior do
que o perimetro da parcela B-

c) O perimetro da parcela A é menor do
que o perimetro da parcela B

5.2 Com a resposta dada no item 5.1,
calcule o perimetro de A e de B, mostre o
desenvolvimento abaixo e compare com a
resposta dada anteriormente. Justifique.

Fonte: Adaptado de CAPES/COFECUB, 1996.

Ao realizar a atividade 5, os sujeitos precisaram “quebrar” o contorno
visual destacado. Ja no item 5.2 pretendiamos um confronto dos resultados
numéricos com a apreensao perceptiva inicial da questdo 5.1, que provocava
a clausura na segunda dimensdo. A priori esperdvamos que 0S Sujeitos
conseguissem confirmar a solucdo dada no item 5.1 indicando os perimetros
de A e B. Contudo, previamos que alguns se “enclausurariam” na dimensao
2 e que, por meio da orientacdo didatica dada na atividade no item 5.2, ao
mudarem de registro poderiam visualizar a figura apontando seus respectivos
erros.

A combinacao utilizada de figuras e quadriculados direcionava o olhar
a diferenca entre as areas em 2D. Os poligonos A e B que se encaixam,
apresentados no Quadro 2, destacam em termos de estar com o traco mais
espesso e negrito o aspecto de 1D, que seria 0 olhar sobre o perimetro,
deixando para um plano perceptivo secundario, o que poderia ndo favorecer

a desconstrucdo dimensional de 2D (a figura plana) para 1D. E necessario
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para essa situacdo o olhar do docente que seleciona a atividade de ensino ja
que, algumas combinagfes entre enunciados e figuras, podem trazer uma
ligeira ndo congruéncia visual com o que esta sendo requerido (DUVAL,
2012a, p. 123).

Em nossa anélise a posteriori percebemos o que a priori previamos e
uma evolucéo de alguns dos sujeitos relacionada a apreensdo operatoria com
modificagdes na figura inicial dada. O sujeito SH indicou ser o perimetro de
A maior do que B (A>B) e 0s outros 5 sujeitos indicaram ser o perimetro de
A menor do que o de B (A<B) enquanto o sujeito SB mostra calculos de
medida de area de retangulos certificando a sua visualiza¢do para a area

construindo recortes na figura dada, como mostra na Figura 2.

Figura 2: Registro do Sujeito SB na atividade 5.1

Fonte: Souza (2018, p.146).

Consideramos que nem sempre uma figura se encaminha como um
elemento facilitador do raciocinio para os sujeitos. Para alguns deles, ficaram
aprisionados no conceito de area ao olhar a 2D (Duval, 1998, p. 143), ndo
conseguiram focar o olhar sobre a apreensdo discursiva envolvida olhando a
1D, o perimetro.
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No item da 5.2 da atividade 5, observamos que mesmo solicitando a
forma como operaram o calculo do perimetro alguns ficam aprisionados na
dimensdo 2D, continuando no conceito de area. A situagdo ocorreu para 0S
sujeitos SB, SC e SJ que mostramos pelos exemplos de registros nas Figuras
3 e 4. Na Figura 3 pelos calculos de medidas de areas apresentadas e
reparticdes da figura dada inicialmente, e na Figura 4, pelas contagens
mostradas por pontos no interior da figura. Contudo, 0s sujeitos ao serem
envolvidos na sequéncia da atividade, com o item 5.2, com necessidade da
conversdo numérica, a desconstrucdo para 1D foi facilitada.

Figura 3: Registro do Sujeito SB na atividade 5.2

Fonte: Souza (2018, p.147).

Figura 4: Registro do Sujeito SC na atividade 5.2

Fonte: Souza (2018, p.148).
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Quando foi distribuido o item 5.2, alguns sujeitos verbalizaram se
poderiam corrigir a 5.1. A orientacdo para que 0s sujeitos fizessem a
conversdo numeérica do que afirmaram no item 5.1 levou a orientacdo e
direcionamento para comporem medidas que levantaram a percepcao do erro
cometido. Mesmo indicando de forma incorreta o valor final do perimetro na
atividade 5, percebemos que cinco sujeitos conseguiram descer a 1D, quando
solicitados os calculos.

Observamos que os registros de conversdo da linguagem discursiva
para a figural, apesar de equivalentes, tornaram-se mais proximos no sentido
do direcionamento a conversdo numérica. Pelos registros dos sujeitos
evidenciamos em seus procedimentos que os diferentes registros de
representacdo semidticas interagem num ambiente didatico (Moretti, Brandt
& Souza, 2016).

Mesmo deixando explicito que o objetivo na atividade cinco era o
calculo do perimetro, seis sujeitos focaram no célculo da medida da area e
trés sujeitos, de um total de treze, ficaram na 2D, mesmo quando a atividade
solicita numericamente. A dificuldade de olhar dimensdes inferiores em
problemas de geometria constitui a causa de insucesso (Moretti & Brandt,
2015).

No segundo encontro da pesquisa fizeram outra atividade indicada
como atividade 3. Para que fosse desenvolvida, os sujeitos deveriam perceber
que os lados formavam a figura, desconstruindo para a 1D. No encontro dos
lados, ao fazer marcacdes e posicionamentos de réguas, intencionavamos
provocar a desconstrucdo a 0D, determinando os Vvértices.

Com o objetivo de que os lados fossem destacados, o objeto visivel
dado, um triangulo, veio vazado de forma a direcionar o olhar da 2D a 1D.



231

Os instrumentos de medida que poderiam ser utilizados foram as réguas,
como mostra na Figura 5, elas foram fornecidas recortadas, facilitando o seu

uso na construcao e identificacdo de marcacGes.

Figura 5: Triangulo e réguas da Atividade 3
Atividade 3. Dado o modelo de um triangulo, reconstrua ele
utilizando as réguas em papel ndo graduadas que serdo disponibilizadas a

sequir.

AN

.

Fonte: Adaptado de Duval (2005, pp.18-19).

Ao realizar a atividade, os sujeitos precisam quebrar a unidade figural
e o contorno visual em cada um dos trés lados (Duval, 2005, p. 19). Previamos
que o0s sujeitos executariam apreensdes que poderiam trazer os aspectos de
modificagdes, desenhar segmentos para determinar a medida dos lados, ou
utilizar ambas situacdes. As mudancas dimensionais ocorreriam de 2D a 1D
e para OD. Caminhariam pelas propriedades da figura ao desenhéa-la.

De forma bastante inusitada algumas resolugdes construidas pelos
sujeitos foram feitas por dobraduras, recortes e colagens, ndo desconstruindo
para a 1D. No Quadro 3, mostramos os registros de SF e SE que confirmam

0 ocorrido.
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Quadro 3: Registro da atividade dos sujeitos SF e SE

Fonte: Souza (2018, p.156).

As resolucdes indicadas Quadro 3 apresentam a construcdo de moldes
mantendo a 2D. Nesse modo, o sujeito ndo visualiza as dimensdes inferiores,
as unidades figurais que poderiam descer para realizar a atividade. A forma
de resolucdo utilizada ndo garantiu as medidas do tridngulo fornecidas
inicialmente na atividade. Os registros dos sujeitos apresentados no Quadro 3
confirmam que a desconstrucdo dimensional se encontra na contramdo da
percepcdo de unidades de figuras. Sendo assim, organizar as tarefas
especificas com objetivos de desenvolver o olhar sobre as trocas
dimensionais, torna-se complexo, ja que, o que se vé de imediato é o que se
torna obstaculo a percepc¢éo das demais unidades figurais (Duval, 2011, p.93).

No registro da resolucdo pelo sujeito SN, observada na Figura 6,
temos: "Quis usar todas as réguas pois achei que seria mais facil, entdo vi
como eu iria encaixar para que formassem o mesmo angulo da figura original
e depois marquei”. O sujeito expde 0 que esperavamos a priori, bem como
SA e SG. O sujeito SN, mostra um procedimento de resolucdo bem elaborado
e transitando entre desconstrucdes dimensionais, consegue estabelecer uma
sequéncia de construcdo para reproduzir a figura, elabora uma estratégia com
proposicOes e uso de técnicas que envolveram a expansdo conceitual ndo

explicita.
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Figura 6: Registro do sujeito SN

Fonte: Souza (2018, p.158).

Para os sujeitos da pesquisa que ndo conseguiram dispor das etapas de
desconstrucdo dimensional, observamos que 0s mesmos nédo obtiveram éxito
na atividade proposta. Essa identificacdo pode se ligar ao fato de que a
dificuldade de olhar dimensdes inferiores se relaciona ao insucesso em

problemas de geometria (Moretti e Brandt, 2015, p. 602).

CONSIDERACOES E APONTAMENTOS

Baseados em nossa inquietacdes pela compreensao da relevancia da
desconstrucdo dimensional de figuras geométricas na aprendizagem de
Geometria nos inserimos nesse estudo. Procuramos entender se problemas
que envolvem figuras, podem abordar intencionalmente a desconstrucao
geomeétrica das formas possibilitando a aprendizagem desse gesto intelectual
na construcao dos conceitos de Geometria.

A visdo teorica abordada considera que os estudantes precisam mudar
a forma de ver as dimensdes, aprender a quebrar o que se impde
perceptivamente, enxergar o implicito e as possibilidades de opera¢Ges numa
figura em suas dimensoes inferiores. A literatura cientifica revela que os

processos semio-cognitivos devem perpassar de forma continua o ensino da
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matematica, j& que eles em si constituem as ferramentas operatorias que
permitem 0s sujeitos transitar com mais facilidade em problemas que
envolvam figuras.

Quando pensamos em construir o desenvolvimento da capacidade de
desconstrucdo dimensional mostra-se relevante perceber as variaveis
didaticas que estdo envolvidas nas figuras descobrindo todas as suas
configuracBes possiveis. Uma andlise visual das capacidades das figuras
inseridas em atividades é essencial.

Nas atividades propostas para o estudo, percebemos fortemente o
enclausuramento dos sujeitos na dimensao da imagem dada na atividade. Na
questdo 3, do primeiro encontro, os elementos da formacdo do Triangulo de
Sierpisnki, levou o0s sujeitos a se manterem na mesma dimenséo.
Consideramos, para nossa investigacao, que ndo ocorreu um salto cognitivo
na interpretacdo da maioria dos sujeitos na atividade dissertativa proposta em
funcdo da nao percepcdo das demais dimensbes. Ocorreram fortes indicativos
de fatores de apreensdo perceptiva que inibiram a desconstrucdo (Duval,
2012c, p. 287), confirmados pela ndo observacdo, dos sujeitos, de analises
descritivas de lados e/ou de pontos.

Na atividade 5, o aspecto perceptivo do quadrado em 2D salta os
olhos e os sujeitos respondem automaticamente focando para a diferenca
entre areas, quando o solicitado era o perimetro. No segundo encontro, a
atividade 3, levou os alguns sujeitos a fazerem moldes na figura para
construirem triangulos semelhantes ao dado e dessa forma, repetem em suas
acOes heuristicas de resolucdo a persisténcia de se manterem na mesma

dimensdo. Esse gesto de se manter na mesma dimenséo acarreta dificuldades
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para a aprendizagem de geometria, de perceber as figuras geométricas em
seus aspectos transitdrios considerando seus elementos e propriedades.

As dificuldades de desenvolver problemas que envolvam figuras
geométricas passam pela forma de ver geometricamente elementos em
dimensGes diferentes das que sdo dadas e algumas modificacbes em
atividades propostas podem evidenciar esse gesto. A questdo 5.2 serve de
exemplo, ao solicitar os calculos relacionados ao perimetro da figura, alguns
estudantes que haviam focado no conceito de area, dado a imagem 2D,
conseguiram a desconstrugéo e inclusive solicitando inclusive corre¢cdes no
que haviam feito no item 5.1.

Evidenciamos a partir dos constructos tedricos e das atividades
experimentais desenvolvidas que a desconstrugcdo dimensional das figuras
geomeétricas na resolucdo de problemas € uma operacdo fundamental, e assim
a importancia de ser considerada como fortemente relevante a aprendizagem
de Geometria. No que tange ao ensino vimos faltar conhecimento em relacao
a complexidade cognitiva envolvida nas abordagem de geometria e isso é
prejudicial ao ensino bem como ndo considerar as pesquisas sobre o
aprendizado de geometria (Duval, 2005, p. 51).

As insercdes pedagdgicas em ambientes escolares para o gesto da
desconstrucdo dimensional podem preferencialmente ocorrer por meio de
acOes didaticas especificas em atividades que contenham figuras geométricas
previamente pensados para esse propdésito. A escolha das atividades e figuras
a serem dispostos aos estudantes precisam ter intencionalidade envolvendo o
desconstruir das dimensdes nas suas unidades figurais estabelecendo

coordenacao entre diferentes registros de representagdo semioticos.
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Os elementos que compdem a desconstrugdo destacados nessa
investigacdo deveriam perpassar de forma continua no ensino da matematica,
especialmente no Ensino Basico, de forma a possibilitar o desenvolvimento
de gestos intelectuais que permitam resolugdes de situacdes-problema com
figuras. Diante disso, faz-se necessaria uma mudanca na cultura dos processos
de ensino e aprendizagem dos objetos da geometria, com o exercicio do
pensar intencional sobre a transformacdo da unidade figural, num estado
transitorio.

Os estudantes precisam mudar a forma de ver as dimensoes, aprender
a quebrar o que se impde perceptivamente, enxergar o implicito e as
possibilidades de opera¢gfes numa figura em dimensdes inferiores.

O desenvolvimento da habilidade de desconstrugéo de dimensdes, no
decorrer do Ensino Bésico, podera formar alicerces conceituais e promover o
conhecimento geométrico. No entanto, outras questdes merecem
aprofundamentos em funcdo das limitacdes desse estudo fortalecendo e
revelando indicativos do olhar intencional do docente que vislumbra
consolidar o desenvolvimento da desconstrugdo dimensional das formas para

os diferentes niveis de ensino.
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CAPITULO X

ELEMENTOS SEMIO-COGNITIVOS PARA A APRENDIZAGEM
DE ESTUDANTES CEGOS EM MATEMATICA: O LIVRO
DIDATICO EM BRAILLE

Daiana Zanelato dos Anjos
Méricles Thadeu Moretti

O presente estudo aborda um tema sensivel e urgente na Educacéo
Matemaética: a aprendizagem de estudantes com deficiéncia visual em classes
inclusivas. Em foco, a aprendizagem matematica por uma estudante cega
congénita que cursou o terceiro ano do Ensino Médio analisada por meio de
um acompanhamento com o livro didatico em Braille durante dez semanas.

A andlise realizada teve na Teoria dos Registros de Representacao de
Raymond Duval o principal aporte teérico que nos deu um caminho a ser
seguido nas andlises semidticas e cognitivas (semio-cognitivas) que fizemos.
Para além da analise semio-cognitiva realizada, buscamos compreender de
que forma se dava a aprendizagem da estudante, investigando as dimensdes
da Relacdo com o Saber estabelecida por ela na classe inclusiva da qual fez
parte.

Esse trabalho trata de um Estudo de Caso que teve como protagonista
principal uma Unica estudante cega, 0 que ndo nos permite generalizacdes.
Mas vale lembrar que documentos, leis, livros, manuais escolares também
foram investigados e compuseram o arsenal mostrado na sequéncia que
apresenta elementos relevantes no que cerca aprendizagem matematica dos

estudantes cegos.



240

Compreender matematica é algo que desafia a grande maioria dos
estudantes da Educacdo Basica tanto pela condicdo epistemologica quanto
cognitiva dos objetos de saber matematicos a serem apreendidos. Afinal, que
elementos semio-cognitivos precisamos considerar quando ensinamos

matematica ao estudante cego?

1 A EDUCACAO MATEMATICA INCLUSIVA DE ESTUDANTES
CEGOS

Em um mundo pautado pelo visual, como seria para vocé nao
enxergar? Mesmo que ndo sejamos capazes de sentir por completo a
experiéncia invisual do outro, por instantes podemos perceber o quao
diferente seria esta experiéncia para n6s que enxergamos e entdo, muitos
questionamentos florescem. Acrescentando a essa situacao a necessidade de
aprender matematica, os questionamentos multiplicam-se exponencialmente.
A matematica, por si sO, € uma disciplina que gera dificuldades para a
aprendizagem, tanto pelo aspecto epistemoldgico quanto cognitivo, uma vez
que 0 acesso aos objetos de saber por ela compreendidos se faz de uma forma
diferente das demais disciplinas (Duval, 2011). Esta consideracdo envolve
todos os estudantes, mas que particularidades ela pode apresentar quando o
estudante em questdo ndo enxerga?

A estimativa atual aproxima-se ao nimero de 37 milhdes (OMS,
2018) de pessoas cegas no mundo. E, mesmo tratando-se de um nimero
elevado, em muitos dos espagos que nos cercam cotidianamente ha
desinformacdo e intoleréncia no que cerca a cegueira. No &mbito educacional,

percebe-se 0 nUmero aumentado de matriculas dos estudantes, que no caso da
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cegueira (incluindo cegos e baixa visdo), chega a 80.397 de estudantes
matriculados no ano de 2018 (Brasil, 2019).

Considerando todas as deficiéncias, o percentual de escolas brasileiras
que possui pessoas com deficiéncia incluidas em classes regulares de ensino
chega a 57,8% em 2016. Esse nimero representa um aumento de 26,8 pontos
percentuais comparados ao ano de 2008 (Brasil, 2017). A existéncia dessas
classes no ensino regular faz parte das discussGes educacionais desde a
Constituicdo Federal Brasileira de 1988 (Brasil, 1988) em seus incisos I, IV
e V do Artigo 208. O aspecto legislatdrio tomou um caminho longo e sinuoso
e culminou na Lei Brasileira de Inclusdo (julho de 2015) que, entre outros
aspectos, versa sobre o sistema educacional inclusivo (Brasil, 2015).

Os numeros apresentados anteriormente nos levam, automaticamente,
a questionar a formacdo de professores frente a necessidade da inclusdo
escolar. Sdo alvo das nossas inquietagcdes ndo sé a formacgdo, mas também a
situacdo das pesquisas brasileiras que estdo sendo empreendidas no sentido
de discutir esta tematica. No que se refere a formacdo docente, o trabalho de
Bock e Nuernberg (2018) alerta para a falta de discussdo da temética da
incluséo escolar em cursos de formacéo inicial. As disciplinas desses cursos
ndo chegam a abordar sobre o perfil dos estudantes da Educacdo Basica e
“muitas disciplinas insistem em um modelo de ensino idealizado, padrdo, a
partir da légica da normalidade” (Bock, & Nuernberg, 2018, p. 8).

No que se refere as pesquisas na tematica especifica da formacéo de
professores de matematica para a inclusdo de estudantes cegos, o trabalho de
Pereira e Borges (2017) mostra um levantamento em periddicos online nas
areas de ensino e educacéo especial de 2006 a 2016. Nessa pesquisa, uma das

categorias investigadas mostrou a énfase dada a formacao de professores para
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a classe inclusiva. Borges e Pereira (2017) evidenciaram que as pesquisas
giram em torno tanto da “falta de preparo dos professores para atuarem em
sala de aula com alunos inclusos”, da “importancia da formagao continuada”
e ainda, para alguns casos, referem-se a “uma analise do nivel de
conhecimento dos docentes para discutir a necessidade de uma melhor
preparagdo por parte dos professores” (Pereira & Borges, 2017, pp. 11-12).
Extrapolando as pesquisas relacionadas a temética da formacao
docente para a incluséo de estudantes cegos, levantamos em uma pesquisa do
tipo Estado da Arte!, uma quantidade razoavel de trabalhos que abordam o
ensino e aprendizagem de estudantes cegos em matematica (Anjos & Moretti,
2017). Constatamos que, dos 58 trabalhos encontrados, as tematicas de
pesquisa centraram-se nos “resultados obtidos com a investiga¢ao e proposta
de criacdo de materiais voltados ao ensino e aprendizagem de matematica”, e
sobre a “elucidagdo do ensino de determinado conceito ou constru¢do de
propostas de ensino.” (Anjos & Moretti, 2017, pp. 17-18). Estas pesquisas
nos mostram que a questdo de que mobiliza atualmente os pesquisadores ndo
tém como foco a aprendizagem do estudante e, muito menos, a questdo do

acesso ao objeto de saber em matematica. Esse foi um resultado que

1 As fontes pesquisadas para compor esse Estado da Arte foram: teses e dissertacbes da
Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP), da Universidade do Estado de Séo Paulo
(UNESP) e da Pontificia Universidade Cat6lica de S&o Paulo (PUC/SP). Para além das
universidades, investigamos o banco de teses e dissertagdes da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), pela Plataforma Sucupira, devido
a sua amplitude nacional. E ainda, os resultados de pesquisa nos dois principais eventos do
campo da Educacdo Matematica tanto em ambito nacional como internacional: 0 ENEM —
Encontro Nacional de Educacdo Matematica e o SIPEM — Seminario Internacional de
Pesquisa em Educacdo Matematica.
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fortaleceu a nossa preocupacdo inicial e nos auxiliou a lapidar o nosso
questionamento central, afinal: de que forma se da o acesso ao objeto de saber

matematico pelo estudante cego?

2 INQUIETACOES SEMIOTICAS NO ACESSO AOS OBJETOS DE
SABER EM MATEMATICA POR ESTUDANTES CEGOS

Algumas inquietacbes serdo postas por ndés como hipdteses
preliminares advindas de trabalhos anteriores (Anjos, 2015; Moretti & Anjos,
2016). Naqueles trabalhos levantamos algumas diferengas de forma nas
representacdes utilizadas no sistema Braille em relagdo a escrita em tinta. A
diferenca da forma nas representacGes da tinta ao Braille acontece, por
exemplo, em expressdes do tipo fracionarias, quando em tinta a representacdo
semiotica é bidimensional e, na transcri¢do para o Braille, devido as regras do
proprio Sistema, a mesma expressdo passa a ser escrita unidimensional.

Percebemos tal situacdo na Figura 1 a sequir:

Figura 1 — Transcrigdo e correspondéncia de 2y=2 + % - @ = —% para

o Braille
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Fonte: Moretti e Anjos (2016, p. 405).

Esse modo torna a escrita matematica unidimensional e apaga a sua
organizacao sintaxica bidimensional. Além disso, 0 numero de caracteres é

aumentado significativamente quando da conversdo da expressdo para o
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Braille (de 25 caracteres em tinta para 39 caracteres em Braille). Somado a
estas constatacOes, outra questdo relacionada a possibilidade de inclusdo nos
inquietou: o estudante cego recebe um livro didatico transcrito que é
produzido levando em conta o material de quem enxerga. Nesse caso, como
sdo tratadas as diferengas existentes da tinta ao Braille no material do
estudante cego?

Nas linhas que seguem, apresentamos alguns elementos semio-
cognitivos percebidos na aprendizagem do estudante cego em matematica por
meio de uma analise semio-cognitiva que empreendemos. A investigacao teve
como suporte o acompanhamento de uma estudante cega do Ensino Médio e
que utiliza o Livro Didatico de matematica em Braille. Fundamentamos a
pesquisa nos aspectos semio-cognitivos (semidticos e cognitivos) da Teoria
de Representacdo Semiotica de Raymond Duval. Os resultados aqui
explanados integram o Estudo de Caso que deu origem a uma tese de
doutorado em que houve uma investigacdo sobre como se dava 0 acesso
semio-cognitivo aos objetos de saber em matematica por uma estudante cega
(Anjos, 2019).

3 DOS ELEMENTOS SEMIO-COGNITIVOS NA APRENDIZAGEM
DO ESTUDANTE CEGO EM MATEMATICA A RELACAO COM O
SABER ESTABELECIDA NA CLASSE INCLUSIVA

Os acompanhamentos feitos com a estudante cega nos mostraram que,

~ . x+1 . .
em expressdes do tipo y = - tanto existe um aumento no numero de

caracteres na transcri¢ao da tinta ao Braille, como a opacidade no acesso ao

objeto de saber. Esta opacidade acontece, uma vez que a expressao em tinta
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se mostra bidimensional e a expressdo transcrita para o Braille se mostra
unidimensional.

A maior dificuldade foi percebida na identificacdo de numeradores e
denominadores, que no caso de expressdes em tinta, podem ser observados
pelos estudantes de maneira automética devido ao traco da fracdo e devido a
visdo global da forma bidimensional, o que ndo acontece com o estudante
cego, pois para ele o traco da fracdo é representado com 0 mesmo simbolo
utilizado para representar a operacdo de divisdo e a expressdo é escrita de
forma unidimensional em Braille. No aspecto relacionado aos numeradores e
denominadores, como a leitura da estudante cega se da de forma tatil e
sequencial, ha uma lenta diferenciacdo entre esses elementos, pois a escrita
unidimensional dificulta a organizacdo sintatica dos escritos literais.

Duval (2004, p. 63) nos alerta sobre a significancia por traz dos signos
que compdem uma representacdo. Isso porque dependendo do acesso ao
significante, o significado serd prejudicado. O traco ou barra da fracdo €
identificado por Duval (2004, p. 97) como uma problematica no caso de quem
enxerga, uma vez que, por si so, ele ndo designa o objeto de saber, culminando
em um custo para a aprendizagem, pois modifica o significado e a referéncia
da escrita posicional ao objeto. No caso da estudante cega, além da escrita ser
unidimensional e dificultar a identificacdo do numerador e denominador, ha
um signo (simbolo de divisdo) que remete a uma operagao e ndo ao objeto de
saber fracdo. Esses dois aspectos nos fazem chamar a atencdo de maneira
especial para as expressdes fracionarias.

Além disso, em Duval (2004, p. 53) percebemos que, para 0 caso de
quem enxerga, o fendmeno da ndo congruéncia semantica (operagdo de

conversdo) pode acarretar atrasos e bloqueios na aprendizagem em
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matematica. Nos parece que para 0 caso da estudante cega, esse fenémeno
também pode acontecer, pois basta analisarmos a situagdo do aumento do
nimero de caracteres, em expressdes fracionarias, por exemplo, e
confrontarmos com o fato do tempo de leitura desta estudante que, tanto é
mais lento quanto mais cansativo do que a leitura em tinta (Nolan & Kederis,
1969, p. 70; Gil, 2000, p. 45; Ochaita & Rosa, 1995, p. 190).

Vale salientar que ndo mencionamos todos 0s objetos de saber
matematicos em que o nimero aumentado de caracteres se faz presente, mas
mostramos sérios indicios, como esse apresentado na Figura 1 e outras
situacOes (funcdo inversa e fungdo composta; na escrita dos sistemas lineares;
no célculo da inversa de uma matriz). Esses indicios reforcam a necessidade
de uma anélise realizada com parciménia pelo professor de matematica
quando da escrita de expressdes em Braille.

Outro elemento marcante do acompanhamento é que a estudante cega
ndo lembra de certos elementos da linguagem formal matematica presente no
Codigo Matematico Unificado para a Lingua Portuguesa - CMU?2. Nesse
acompanhamento, levantamos que certos simbolos relacionados a conceitos
matematicos ndo eram conhecidos, tais como, arco, angulo, logaritmo, entre
outros. Isso pode ter levado, por exemplo, a estudante a ndo compreender a
definicdo de Equacdo Polinomial apresentada conforme mostramos na Figura

2 da sequéncia:

2 0 Cadigo Matematico Unificado ¢ um documento oficial do Ministério da Educacio (MEC)
e trata-se de um compéndio dos simbolos utilizados na linguagem formal de matemaética para
0s trés niveis de ensino com devida representacdo em Braille (Brasil, 2006).
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Figura 2 - Defini¢do de Equacgdo Polinomial dos livros didaticos em tinta e em
Braille

Equagao polinomial ou equagdo algébrica é toda equagdo escrita na forma:
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Fonte: Anjos (2019, p. 207).

A tarefa solicitada a estudante cega consistiu na leitura e interpretacéo
da definicdo de Equacao Polinomial mostrada acima. Além disso, a estudante
daria um exemplo de uma equacdo polinomial, como forma de averiguar a
compreensdo de sua leitura. Percebemos que, diante dos 70 caracteres em
Braille presentes na primeira parte da definicdo, a estudante fez a leitura, mas
ndo conseguiu dar um exemplo de Equacdo Polinomial. Na segunda parte da
definicdo, segundo ela, apareciam indices inferiores e parénteses auxiliares’e

ela ndo conseguiu fazer a leitura:

3 Segundo o Codigo Mateméatico Unificado para a Lingua Portuguesa — CMU, os parénteses
auxiliares sdo “uma alternativa de recurso de representacdo em Braille nos casos em que a
escrita linear dificulta o entendimento das expressdoes matematicas” (BRASIL, 2006, 15).
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P — Vocé conseguiu fazer a leitura?

A — S6é da equacdo até agora.

P — S6 da definicdo mesmo.

A — S6 a equagdo mesmo, sO a definicdo. E embaixo tem uma
“equagdozinha” que tem duas linhas, que me complicou um
pouco por causa do indice, dos parénteses auxiliares e esse tipo
de coisa.

P — Certo. Na parte de baixo que vocé fala, ¢ no ‘em que’?
Depois do ‘Em que’?

A — E, essa parte eu nio Ii.

Usam-se léxicos da linguagem formal que ndo sdo utilizados com
frequéncia pelos estudantes de uma maneira geral em seu cotidiano e entorno
cultural. Tanto esse fato, como o desconhecimento ou esquecimento de alguns
Iéxicos na linguagem Braille pela estudante cega nos levam a acreditar, assim
como Dionisio, Brandt, e Moretti (2014, p. 518) que esses Iéxicos se tornam
objeto de aprendizagem, além do que buscam representar. Além disso,
desconsiderando o texto em extenso, a definicdo da Equacdo possui 43
caracteres em tinta, ja em Braille possui 70 caracteres. A diferenca de 27
caracteres da tinta ao Braille, tanto acarreta maior tempo de leitura, como
parece dificultar a compreenséo pela estudante.

Nesse caso, o alerta se faz também, pois a partir do momento em que
o0s simbolos em Braille ndo sdo identificados pode haver um impedimento na
designacdo do objeto do saber e assim, na funcéo referencial da lingua (Duval,
2004, p. 88). Como consequéncia, a compreensdo do objeto de saber podera
ficar comprometida. Percebemos entdo, a necessidade do trabalho com os
simbolos matematicos em Braille do CMU em sala de aula com mais
frequéncia, seja pelo professor de mateméatica ou na sala de AEE

(Atendimento Educacional Especializado), pois constatamos em entrevista
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com uma professora alfabetizadora do Estado que os simbolos de matematica
em Braille ndo sdo revistos durante a vida estudantil.

As problematicas levantadas pela breve analise do CMU, tanto pelas
suas faltas como pelos seus excessos no que cerca a linguagem matematica
em Braille nos levam a reiterar nesta pesquisa, 0 que havia sido indicado em
Anjos (2015, p. 133): a necessidade urgente de revisao do Cédigo.

Outro elemento de destaque relaciona-se a limitagdo de escritos em
Braille no papel. Percebemos, assim, que alguns desses escritos ndo eram
produzidos pelas maos da propria estudante cega, tanto pela dificuldade de
escrita na maquina Braille de algumas representacGes em matematica (por
exemplo, o algoritmo da divisao, operacdes em figuras geométricas, matrizes,
alguns tipos de tabelas) como também, pela valorizacdo dada por ela mesma,
aos calculos mentais. Percebemos que a dificuldade encontrada em
representar alguns conceitos matematicos no papel, geralmente, pela demora
na execucdo desta tarefa, fez a estudante tratar alguns conceitos apenas pela
via das representacdes mentais.

Em muitas situagdes, os céalculos mentais feitos pela estudante nao
alcancavam o resultado esperado, 0 que causava certa insatisfacdo e, como
consequéncia disso, para determinados conceitos, o desinteresse em aprender
aumentava, caso que pode ocorrer conforme prevé Charlot (2000, p. 70), uma
vez a aprendizagem ndo se mostra significativa e apresenta dificuldades
acentuadas. Assim, como indicado por Charlot (2000, p. 55), a desmotivacao
pode influenciar na aprendizagem matematica desta estudante, sendo um fator
externo envolvendo a Relagcdo com o Saber estabelecida no contato com o

material didatico em Braille e o saber-objeto.
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Além dos elementos apresentados anteriormente, estivemos atentos ao
alerta dado por Duval (2004, 2011, 2012) para a necessidade que haja, além
da variedade de registros de representacdo, a coordenacao entre eles para que
se alcance a compreensdo em matematica.

Para tanto, mostramos a situacao percebida no Encontro 6 e mostrada

na Figura 3 a seguir:

Figura 3 —Imagem do problema em tinta e em Braille

Fonte: Anjos (2019, p. 220).

Ao ser questionada sobre a dificuldade encontrada na questdo, a

estudante responde que

A — Achar o triangulo retangulo, que ja foi falado, que estd bem
complicado de achar, tanto por causa do tamanho da figura, é dificil
de achar na primeira vez que toca e, acho que é isso que mais
complica. E a figura de novo, sempre a figura.

Além de deixar explicito o seu desconforto com registros figurais, no

desenrolar da questdo, no caso em tela, a aluna deveria reconfigurar a figura
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para perceber nela um tridngulo retangulo, ou seja, transportar 0 segmento
vertical para formar um triangulo retangulo. Nesta atividade solicitada, ndo
basta que a estudante reconfigure uma figura geomeétrica dada para que haja
a compreensao, afinal ela ndo est4 dada explicitamente e sim, por meio de
uma imagem. Para esta situac¢do, Duval (2011, p. 91) nos diz que existe uma
oposicao entre o desenho e a figura:

O desenho € a configuracdo particular que mostra no papel, no quadro

negro ou no monitor do computador, enquanto a figura seria as

propriedades do objeto representado pelo desenho ou, ainda, a classe

de todos os desenhos que podem ser representacfes visuais desse
objeto (Duval, 2011, p. 9).

Esta oposicao “suprime a importancia do olhar e da visualizagdo”
(Duval, 2011, p. 91), em que n&o se vé propriedades no desenho e sim, no
objeto representado pela figura. Em outras palavras, quando o desenho néo
permite a identificacdo da figura geométrica, 0 acesso ao objeto e as suas
propriedades fica comprometido. Nesta situacdo apresentada, a estudante
mostrou que ha dificuldades em identificar o tridngulo retangulo (figura) pela
imagem transcrita.

Diante de todos esses exemplos, podemos inferir que, mesmo com
uma diversidade de registros sendo apresentada a estudante em seu material
didatico em Braille, para alguns deles ha a necessidade de modifica¢des visto
0 acesso diferenciado dessa estudante em alguns objetos que sdo transcritos
para o Braille. A visualizagdo de figuras transcritas para o Braille néo
transparece a dimensé@o 3D, pois elas sdo transcritas no plano e apresentam
uma dificuldade de compreensdo, anteriormente, ja indicada por Thompson e
Cronicle (2008, p. 77). Resumidamente, a transcricdo que € realizada se

utiliza de uma perspectiva linear para mostrar um objeto tridimensional sem
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recorrer aos artificios apontados por Gomes Filho (2008, p. 45) para
transmitir a ideia de volume, como a utilizacdo de texturas que possam
identificar a tridimensionalidade.

Em outro exemplo referente ao acesso as figuras tridimensionais
apresentado no Encontro 1, percebemos que a sinergia entre registros figurais
e discursivos que é indicada por Duval (2004, p. 155), ndo permitiu 0 acesso
ao objeto de saber em questdo. Nesse Encontro a estudante teve contato com
uma figura transcrita na forma de um paralelepipedo retangulo, além do
enunciado da questdo que apresentada a figura pelo nome. No entanto, mesmo
lendo o enunciado, a estudante ndo conhecia propriedades do objeto
geométrico em questdo, demonstrando que o que foi tateado e o que foi lido
(paralelepipedo retdngulo) ndo a fazia lembrar de nada do seu cotidiano ou
mesmo do que ja tateou em outros textos matematicos. Como ela lembraria
de algo da qual ndo possui lembranca tatil?

Como esperado, tendo apenas acesso a palavra e ndo ao registro
figural pela opacidade do objeto ostensivo transcrito, percebemos que a
estudante ndo acessou 0 objeto do saber em matematica no que se refere a
figuras geométricas tridimensionais. Em matematica a palavra faz parte de
um léxico que ndo é comumente utilizado pelos estudantes e nesse caso, ele,
por si, se transforma em objeto de aprendizagem (Dionisio, Brandt, &
Moretti, 2014, p. 518) 0 que pode acontecer tanto para o estudante cego como
para aquele que enxerga. Mesmo porqgue, pelo que indica Duval (2004, 2011),
precisamos transitar de forma coordenada por, no minimo dois registros de
representacdo, para compreender o objeto de saber. Na situagdo anterior,
percebemos o0 uso simultaneo de dois registros de representacéo, citados por

Duval (2004, p. 155) pelo poder de sinergia que demonstram ter, mas para o
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caso da estudante cega, como a apreensdo perceptiva tatil foi transcrita
mostrando distorcdes pela lei gestaltica de continuidade, a figura geometrica,
além de ndo remeter a nada conhecido, por fim é classificada pela estudante
como algo “pior para se imaginar.”

Ainda mencionando as figuras geomeétricas tridimensionais,
pontuamos o que foi percebido nos Encontros 4, 5 e 10, como uma possivel
estratégia de apresentacdo dos objetos tridimensionais, a utilizacdo de
material concreto juntamente a representagdo semiotica transcrita tendo
detectado as fragilidades de acesso aos objetos até aqui mencionados. Em
varios exemplos discutidos nos Encontros, a estudante cega mostrou
dificuldades no acesso ao objeto pelo uso da representacdo semidtica
transcrita ao Braille, mas ao apresentarmos um objeto concreto, Como no caso
da vela em forma de cubo, a estudante mostrou compreender 0 que estava
sendo proposto. A vela na forma de cubo é um objeto real e permitiu induzir
0 acesso ao objeto ostensivo cubo.

Diante de todos os elementos semio-cognitivos apontados acima e de
tantos outros apresentados em Anjos (2019), reforcamos a ideia: o livro da
estudante cega deve ser pensado levando em conta as especificidades do
funcionamento cognitivo e semiotico da sua aprendizagem em matematica e
ndo ser elaborado levando em conta o material de quem enxerga. Mesmo
porque a propria estudante menciona a sua insatisfacdo e desaprovagdo com
o Livro Didéatico em Braille dizendo que “muitas coisas ali, sdo apenas
escritas para os cegos, mas ndo explicadas como deve ser. E como se um
vidente fosse ler Braille”.

Toda esta anélise leva em consideracdo a possibilidade de existéncia

do Livro Didatico em Braille nas classes inclusivas. Assumindo que esta ndo
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seja a realidade de algumas classes, as dificuldades aumentam
consideravelmente e a discussdo se volta para a forma de inclusdo que se

propde em nossas classes regulares de ensino, que almejam a inclusao.

CONSIDERACOES E APONTAMENTOS

Diante de todos o0s elementos semio-cognitivos apontados
anteriormente, algumas reflexdes surgem. A primeira delas tem relacdo a
formacdo docente do professor de matematica. O que ainda falta em nossa
formacdo para que possamos caminhar na dire¢do de pensarmos a inclusao
enquanto estamos nos formando professores? Sabemos que o que acontece
ainda em nossos cursos de formacéo docente ndo esta voltado, na sua maioria,
para o perfil de aprendizagem do sujeito, em contraponto, a formagé&o inicial
parece preparar o graduando para receber em classes regulares de ensino, um
sujeito idealizado e padronizado pela logica da normalidade (Bock &
Nuernberg, 2018, p. 8).

A formacéo diz respeito também a forma como o professor lida com
a diversidade em classes regulares. Citamos a situacdo em que a estudante
cega se mostrou insatisfeita na sua relacdo com o professor, quando ele ia ao
quadro e explicava a resolucdo de um problema, por exemplo, usando 0s
termos “ah, esse vezes esse”, sem ter a preocupacao de ditar os nimeros aos
quais estava querendo relacionar. Essas simples atitudes diérias e corriqueiras
podem impactar negativamente na relagdo dessa estudante cega com o saber,
pois a0 ndo ter um incentivo vindo de fora, a estudante pode sentir-se
desmotivada, uma vez que a motivagao € um movimento que acontece de fora

para dentro no sujeito (Charlot, 2000, p. 55).
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E papel também do professor permitir formas de acesso diferenciadas
a alguns conhecimentos para desenvolver a autonomia da estudante, o
conhecer pelas préprias maos, pela sua prépria capacidade que precisa ser
evidenciada. Acreditamos que materiais adaptados, calculadoras que falam
ou mesmo o Multiplano podem gerar autonomia e assim, alterar a Relagéo
com o Saber matematico que ela estabelece.

Sabemos do carater inacabado de um trabalho como esse, assim
indicamos uma tematica que fica em aberto para futuros trabalhos que é a
questdo do acesso ao objeto de saber em matematica aos estudantes com baixa
visdo ou cegueira adquirida, ja que nesse trabalho focamos na questdo da
cegueira congénita. Enfatizando as discapacidades (Torres, Mazzoni, &
Mello, 2007) até das deficiéncias semelhantes, inferimos que existem
importantes diferencas a serem levadas em consideragdo na aprendizagem
desses estudantes que apresentem a cegueira adquirida em idade infantil ou
adulta e daqueles que possuem a baixa visao.

Sem a pretensdo de esgotar o assunto, acreditamos ter caminhado na
direcdo de contribuir para uma discussdo com o entorno escolar envolvido
com a educacgdo de estudantes cegos em matematica no que cerca algumas
das especificidades que ndo podem ser negligenciadas nem durante as aulas
de matematica, nem durante a elaboracdo do material didatico de matematica

em Braille.
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CAPITULO XI

PERCEPCOES DE UM ESTUDO DE CASO COM UM ALUNO COM
DISCALCULIA DO DESENVOLVIMENTO - UMA ABORDAGEM
BASEADA NAS FUNCOES DISCURSIVAS DE RAYMOND DUVAL

Jorge Paulino da Silva Filho
Meéricles Thadeu Moretti

INTRODUCAO

A Declaragdo Universal dos Direitos Humanos, no seu artigo XXVI,
afirma que “Todo ser humano tem direito a educacdo”. O ndo cumprimento
desse direito fez com que movimentos internacionais interessados nas
garantias das pessoas mais vulneraveis promulgassem, em 1990, na Tailandia,
a Declaragdo Mundial sobre a Educacao para Todos, considerada um marco
para a Educagdo Inclusiva. Quatro anos depois, em Salamanca, na Espanha,
ocorreu a Conferéncia sobre Necessidades Educativas Especiais: Acesso e
Qualidade, onde foi eclaborada a Declaracdo de Salamanca, um documento
que estabeleceu o principio da inclusdao como forma de alcangar a meta da
Educagao para Todos. (SBEM, 2019).

Uma das vertentes da Educacdo Inclusiva é a Educacdo Especial. O
Brasil, signatario da Convencdo Internacional sobre os Direitos das Pessoas
com Deficiéncia e seu Protocolo Facultativo, que ocorreu em Nova York, em
30 de margo de 2007, promulgou o Decreto 6.949, de 25 de agosto de 2009,
conforme Brasil (2009), onde assume cumprir o que propde essa Convengao.
Este movimento Inclusivo fez com que, de 2008 a 2018, aumentasse cerca de

271% o numero de alunos com necessidades especiais nas escolas regulares
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brasileiras, segundo o Censo Escolar de 2018. Esta mesma pesquisa ainda
mostrou que 83,61% dos estudantes nesta situacdo estdo em classes comuns.
(SBEM, 2019).

Naturalmente que este cenario produziu inimeras demandas, sejam de
natureza logistica, operacional, técnica ou pedagogica. Assim, felizmente, a
necessaria onda da Educacdo Inclusiva chegou no terreno da Educacdo
Matematica no Brasil. Neste sentido, a Sociedade Brasileira de Educacao
Matematica promoveu em outubro de 2019 o Primeiro Encontro Nacional de
Educacdo Matematica Inclusiva (ENEMI), no Rio de Janeiro, onde foram
apresentadas varias pesquisas, ja concluidas ou em andamento, acerca da
temaética da Inclusé&o.

Participamos daquele evento apresentando um trabalho sobre as
possibilidades do uso das Func6es Discursivas de Raymond Duval na anélise
do discurso de um aluno com Discalculia do Desenvolvimento (DD). Tratou-
se de um recorte de uma pesquisa de doutorado em andamento que envolve a
investigacdo, via estudo de caso, da aprendizagem de um aluno com DD
apoiada na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica (TRRS). Nosso
interesse por essa tematica tem forte relagdo com o sentimento de impoténcia
que inquieta a grande maioria dos professores que tém em suas turmas
regulares a presenca de alunos com necessidades de constantes adaptacdes
pedagogicas e curriculares. Se a aprendizagem da matematica é um desafio
para a maioria dos alunos, como abordar esses saberes com um aluno cego,
surdo, com dislexia ou DD, por exemplo? Assim, 0 presente texto é uma

ampliacéo do trabalho que apresentamos no ENEMI em outubro de 2019.
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O QUE E A DISCALCULIA DO DESENVOLVIMENTO

E um transtorno de aprendizagem que afeta, principalmente, as
habilidades aritméticas, conforme o Codigo Internacional de Doencas (CID-
10) da Organizacdo Mundial da Saude:

Transtorno que implica uma alteracdo especifica da habilidade em
aritmética, ndo atribuivel exclusivamente a um retardo mental global
ou a escolarizacdo inadequada. O déficit concerne ao dominio de
habilidades computacionais bésicas de adi¢do, subtracdo,
multiplicacdo e divisdo mais do que as habilidades matematicas
abstratas envolvidas na algebra, trigonometria, geometria ou célculo
(OMS, 1993, p. 48).

Para Kosc (1974, p. 48), é necessario enfatizar que o termo
desenvolvimento tem relacdo com a crianga, pois a DD ¢ um “[...] distarbio
da maturagdo das habilidades matematicas”. A intencdo, para esse
pesquisador, é deixar claro que a DD é um transtorno de ordem genética ou
congénita, portanto, ndo adquirida.

A definicdo mais atual, proposta pelo Consenso Internacional®

estabelece que:

[...] a DD é um transtorno heterogéneo que decorre de diferencas
individuais tanto no desenvolvimento quanto no funcionamento da
cognicdo numérica, nos niveis neuroanatémico, neuropsicoldgico e
comportamental, bem como em suas interacBes (Kaufmann et al.,
2013 apud Santos, 2017, p. 62).

1 Grupo de 14 renomados investigadores de 6 paises (Alemanha, Austria, EUA, Israel, Reino
Unido e Suica) que elaboraram um artigo (Kaufmann et al., 2013) propondo diretrizes mais
atuais para tratar a DD (Santos, 2017, p.58).
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Com relagdo as caracteristicas clinicas, ou sintomas mais comuns,
podemos citar, conforme Santos (2017, p. 62), o recurso (recorrente) a “[...]
estratégias imaturas, como contar com os dedos para resolver problemas ou
desenhar elementos ndo simbdlicos? no caderno para apoiar a contagem”.
Essa mesma autora também aponta dificuldades para aprender e lembrar fatos
aritméticos, prejuizo no senso numerico, dificuldades para estimar
quantidades, reduzida capacidade de subitizacdo®, dificuldades com a
transcodificacdo de representacOes, dificuldades para contar em ordem
inversa, incompreensédo do sistema decimal, dificuldades para decompor um
problema em partes, incompreensdo dos procedimentos de célculo e seus
conceitos etc. como sintomas da DD (Santos, 2017).

Outro pesquisador, Diaz (2011), cita como sintomas, entre outas
coisas, a confusdo de cifras de sons semelhantes ou de escritas simétricas, a
ndo abreviagcdo (ndo conseguir contar de “2 em 2”), a confusdo de signos
semelhantes (+ por — por exemplo), o colunamento deficiente e o inicio da
adicdo ou subtracdo pela esquerda.

Quanto a prevaléncia, Shalev (2004, p. 766) destaca que “Estudos
populacionais em paises como EUA, Alemanha, India e Israel demonstram
que a prevaléncia de discalculia do desenvolvimento varia de 3 a 6,5%”.

Confirmando isso, Reigosa-Crespo et al. (2012), numa pesquisa com 11.652

2 Entende-se por elementos ndo simbdlicos (ou representagdes numéricas ndo simbdlicas)
aqueles recursos rudimentares (como desenhos de pontos, linhas, barras, objetos fisicos etc.)
gue servem de suporte para se efetuar operagdes matematicas basicas, especialmente na
primeira infancia, mas que vdo sendo gradualmente menos utilizados a medida em que a
crianga tem acesso as representacfes numéricas simbolicas (numerais arabicos, sinais de
operagdes, algoritmos etc.) (Barth; La Mont; Lipton; Dehaene; Kanwisher; Spelke, 2006).

3 Do latim subitus, consiste na habilidade de subitamente quantificar um pequeno niimero de
itens (de 1 a 4, aparentemente), sem precisar conta-los conscientemente (SANTOS, 2017, p.
207).
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criangas de 27 escolas de Havana, em Cuba, com idades entre 6 e 17 anos,
estimaram uma prevaléncia de 3,4% de DD. Fugindo um pouco desse
intervalo, no Brasil, Bastos et al. (2016) estimaram uma prevaléncia de 7,8%
de DD dentre uma populagdo de 2.709 criancas do quinto ano de 28 escolas
publicas do municipio de S&o José do Rio Preto — SP.

E importante destacar o que afirma Santos (2017) sobre a relacéo da
prevaléncia entre a dislexia e a DD. Apesar de ambas estarem proximas de
6%, a DD recebe bem menos atencéo por parte dos clinicos, pesquisadores e
professores, bem como de toda sociedade. Segundo ela, isso explica-se, talvez
porque, culturalmente, 0 insucesso na matematica seja socialmente mais
toleravel.

Acerca das causas e origens (etiologia) dos transtornos de
aprendizagem, ainda existe certa indefinicdo. Ohlweiler (2016, p. 109),
afirma que “Qualquer fator que possa alterar o desenvolvimento cerebral do
feto facilita o surgimento de um quadro de transtorno da aprendizagem”. Kirk
(2009) também esta nessa linha, e aponta para evidéncias de fatores genéticos,
bem como de causas externas, como pré-natal inadequado ou exposicéo do
feto a substancias nocivas.

Na préxima secdo abordaremos alguns aspectos e conceitos da TRRS,
que ¢ o referencial tedrico com o qual investigaremos a aprendizagem de um

sujeito com DD.

A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA
Ela traz importantes elementos para a compreensdo dos mecanismos
de aprendizagem da matematica. Segundo Duval (1995), na matematica nao

temos acesso perceptivo ou instrumental aos objetos, ao contrario do que



263

ocorre em outras areas do conhecimento, como a biologia ou a geografia, por
exemplo. Desse modo, torna-se imprescindivel o papel dos registros de
representacao semiotica, como instrumentos que permitem o “acesso” aos
objetos matematicos. Como exemplos de registros, citamos os gréficos
cartesianos, as figuras geométricas, os sistemas de escritas numeérica,
fracionéria, algébrica, simbdlica e a prdpria lingua natural.

Duval (2011) concebe um modelo triddico para as representacdes
semioticas, onde se destacam trés polos. Os dois primeiros, o contetdo (ou
significado) e a forma (ou significante) comp&em o registro. O terceiro polo
€ 0 proprio objeto (inacessivel perceptivelmente) que é a referéncia do
registro. Moretti e Thiel (2012), na tentativa de organizar essas nogdes,
propuseram o0 esquema dos polos constitutivos de uma representacao,
conforme a Figura 1.

Figura 1 — Esquema constitutivo dos polos da representacéo

Conteudo

— OBJETO
(Referéncia)

e

REGISTRO
Fonte: Moretti e Thiel (2012, p. 383).

Duval (1995, p. 68) afirma que quando “o objeto pode ser visto,
apontado, tocado e manipulado, parece muito facil fazer a distin¢do entre o
representante € o representado”. J4 na matemadtica, por ndo termos acesso
direto ao objeto, € muito frequente a confusao entre o objeto e qualquer um

de seus representantes. Para sair desse impasse, Duval (1995) defende que é
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necessario dispor de varias representactes desse objeto e coordené-las. Essa

¢ a sua hipotese fundamental de aprendizagem:

A compreensdo (integral) de um contetido conceitual repousa sobre a
coordenacdo de ao menos dois registros de representacdo, e esta
coordenacdo se manifesta pela rapidez e a espontaneidade da atividade
cognitiva de conversdo” (Duval, 2012, p. 282).

Vé-se, entdo, que “fazer” matematica ¢ uma tarefa inseparavel da
manipulacdo de registros de representagdo semiotica. Dito de outro modo,
através de uma frase emblematica do proprio Duval (1995, p. 5), “ndo existe
noesis sem semiose”, em que semiose significa a apreensdo ou producdo de
uma representacdo semidtica, enquanto que noesis € a apreensdo conceitual
do objeto representado.

Dentre todos os aspectos contemplados pela vasta teoria de Duval,
nosso estudo se apoiara, predominantemente, naquele que lida com a analise
do discurso matematico, tratado pelo nome de Fungdes Discursivas. E sobre

elas que faremos uma breve discusséo nas linhas seguintes.

A ANALISE DO DISCURSO MATEMATICO

O que é o discurso? Para Duval (1995) o discurso consiste no uso de
uma lingua para dizer alguma coisa, para falar de objetos fisicos, ideais ou
imaginarios. Esse autor destaca duas fun¢des que uma lingua deve cumprir
para que possa, ndo somente haver o discurso, mas tambem para dar
condigdes de existéncia a multiplicidade de discursos presentes em Nnosso
entorno cultural. Ele as chama de fungdes metadiscursivas e de discursivas
(Duval, 1995).
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As metadiscursivas sdo fungdes comuns a todos os sistemas de
representacdo, linguisticos, simbolicos ou figurais. Sdo trés: a comunicacao
(a lingua natural € o sistema semiotico mais apropriado para cumprir essa
funcdo, sob a forma de conversacdo, interpelacdo, comentario, exposicéo,
etc.), o tratamento (d& potencialidade ao discurso, tornando explicito o que
estd implicito) e a objetivacéo (tomada de consciéncia) (Duval, 1995).

Ja as funcdes discursivas sdo especificas do emprego de uma lingua e
necessarias para que seja possivel um discurso, de tal modo que possa ser
compartilhado com seus interlocutores. Sdo elas: a funcdo referencial, a
apofantica, a funcdo de expansao discursiva e a funcéo de reflexividade. Um
sistema semioOtico que cumpre essas quatro funcGes pode ser entdo
considerado como uma lingua (Duval, 1995). Cada uma dessas quatro
funcbes € cumprida com base em diferentes operacbes discursivas.
Falaremos, a seguir, de cada uma dessas funcdes e de algumas operacoes.

A funcao Referencial - E a que permite designar objetos. As operacdes
discursivas a ela associada sao:

- A designacdo pura, que consiste na identificacdo de um objeto matemaético
como, por exemplo, chamar de V o vértice de uma piramide.

- A categorizacdo simples, com a qual se identifica um objeto baseado em
uma de suas qualidades. Duval (1995, p. 99) traz como exemplo “Seja I a
metade do segmento AB...”. Ele acrescenta que essa operagao nao € suficiente
para identificar um objeto. Ela deve estar combinada com a operagédo de
determinacéo;

- A determinagdo, que d& precisdo ao campo de aplicagdo da operacao de
categorizacédo simples. No exemplo anterior “Seja I a metade do segmento

AB...” 0 artigo “a” torna preciso o termo “metade”;
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- A descricdo, que é usada para identificar um objeto através do cruzamento
de diversas operacdes de categorizacdo. De acordo com Brandt, Moretti e
Bassoi (2014), na frase “Determinar o MMC dos ntimeros 3, 4 ¢ 97, MMC
designa o Minimo Multiplo Comum; 3,4 e 9 séo algarismos que designam 0s
nimeros e a preposicao “dos = de + 0s” interliga essas duas designacdes. Em
Duval (1999, p. 99, grifo do autor) encontramos o exemplo “Seja I o ponto
de intersec¢ao das alturas de um tridngulo”. Aqui, “I”’ ¢ uma designagao pura;
“intersec¢do”, “alturas” e “triangulo” sao categorizacOes simples e as
preposicGes em negrito fazem a interligacdo dessas categorizagoes.

A funcdo Apofantica — Esta ligada ao ato de se produzir enunciados
completos (ou unidades apofanticas, como Duval (1995) prefere) acerca dos
objetos que ja foram designados. Uma expressao € considerada um enunciado
completo quando admite um valor determinado no universo cognitivo,
representacional ou relacional dos interlocutores. O que diferencia um
enunciado completo de uma mera expressao referencial esta no valor que o
primeiro assume, que pode ser logico (verdadeiro ou falso), epistémico
(certeza, necessidade, absurdo etc.) ou social (uma pergunta, uma ordem, um
desejo etc.) (Duval, 1995).

O enunciado completo “venha rapido!” (Duval, 1995, p. 112) tem
apenas um valor social (uma ordem). Por outro lado, “a soma dos angulos de
um triangulo é maior do que 180°” (Duval, 1995, p. 112) tem um valor
episttmico e logico (epistémico-certeza, ldgico-falso, considerando o
contexto da geometria euclidiana). Duval (1995) também afirma que ao se
fazer uma promessa cuja realizacdo é improvavel ou absurda, estamos diante

de um enunciado completo com valores epistémico e social combinados. Por
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exemplo, a frase “Serei o melhor jogador de futebol do mundo!” (epistémico-
certeza, social-promessa).

O cumprimento da funcéo apofantica se da através de duas operacoes
apofanticas que podem ocorrer simultaneamente ou individualmente: a
predicacgdo e o ato ilocutério (Duval, 1995).

A predicacdo vincula a expressdo de uma propriedade, de uma agédo
ou de uma relacdo, com uma expressdo que designa objetos. Assim, esta
operacdo é inseparavel das expressdes referenciais e, além disso, um
enunciado produzido a partir da predicagdo pode assumir um valor
epistémico combinado com um valor légico ou, exclusivamente, um dos dois
(Duval, 1995).

Jé& o ato ilocutdrio esta associado a intencionalidade do locutor. Para
Duval (1995, p. 113), “[...] é o ato que, através da produgdo do enunciado,
confere a este enunciado um valor social de ato que compromete o locutor ao
destinatario”. Desse modo, o ato ilocutorio é o responsavel por atribuir a uma
expressao que provém de uma predicacdo o seu valor de afirmacéo,
declaragéo, pergunta, ordem etc. (Duval, 1995).

Por exemplo, a frase “Se @, b e ¢ sdo lados de um triangulo retéangulo,
com a o maior lado, entdo a? = b? + ¢?’ ¢ um enunciado completo (ou uma
unidade apofantica), j& que ela “fala algo” acerca de objetos ja designados,
como “a”, “b”, “c”, “triangulo retangulo” etc. A predicacgdo ocorre quando se
vincula ao sujeito “a, b e ¢ lados de um tridngulo retingulo” o predicado “a?
= b? + ¢?”. Ja o ato ilocutorio esta ligado a intencionalidade do locutor e o
engaja ao interlocutor (leitor, por exemplo), conferindo a este enunciado um

valor social de assercéo.
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A funcédo de Expanséo Discursiva - Considerada por Duval (1995)
como a mais importante de todas, tem a finalidade de vincular as unidades
apofanticas de forma ldgica, harmodnica, sistematica, compreensivel,
cumprindo o sentido literal da expressao “expansdo do discurso” e permitindo
obter, por fim, o que costuma ser chamado de um relato, demonstracéo,
deducdo, narracdo, explicacdo, comentario, calculo etc. (Duval, 1995).

Este autor categoriza quatro formas de expansao discursiva: lexical,
formal, natural e cognitiva. Elas sdo definidas através do cruzamento de
quatro mecanismos de expansao que se caracterizam pela similaridade entre
as unidades apofanticas: similaridade semiotica ou semantica e similaridade
interna ou externa. Estas similaridades estdo ligadas a relacdo de
continuidade entre as unidades apofanticas, quando existe ou nao
significantes comuns as duas unidades que se pretende ligar e quando se
necessita ou ndo de uma terceira unidade apofantica (terceiro enunciado) para
liga-las.

Duval (1995) chama de expansédo lexical quando ocorre similaridade
interna e semiotica, isto €, quando existem significantes comuns entre duas
unidades apofanticas e ndo se recorre a um terceiro enunciado. Segundo ele,
essa forma de expansdo é baseada “[...] na recuperacdo de um mesmo
significante, por identificagdo homofonica* ou homografica®, o que assegura
a continuidade e a coesdo do discurso de uma frase a outra” (Duval, 1995, p.
130). E nesse tipo de expansdo que se baseia o trabalho associativo

inconsciente que subjaz a producéo das representacdes mentais. Freud foi o

4 Homofbnicas: palavras que tem a mesma pronncia, mas grafia e significados diferentes,
como “conserto” e “concerto”.

> Homogréaficas: palavras com mesma grafia e prontincia, mas com significados diferentes,
como “manga” (fruta) e “manga” (de camisa).
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primeiro a identificar esse tipo de mecanismo de expansdo na linguagem do
inconsciente (sonhos, lapsos, chistes) (Duval, 1995). Um exemplo esta no
trecho da musica “Vamos fugir” do cantor Gilberto Gil: “[...] Flores que a
gente regue / Uma banda de macé / Outra banda de reggae [...]” (grifo nosso).
As palavras grifadas sdo homofonicas.

Ja expansao formal, que evolui por similaridade semioética e externa,
ou seja, existem significantes comuns entre duas unidades apofanticas, mas
recorre-se a um terceiro enunciado na transicdo delas, tem como
caracteristica, segundo Duval (1995, p. 130) “a aplicagdo de regras de
substituicdo baseadas exclusivamente em simbolos que representam variaveis
ou proposicdes [...]. Estas regras permitem obter uma nova assercao atraveés
da substituicdo de simbolos em uma asser¢do de partida”. Trazemos, como
exemplo, uma proposicdo da teoria dos numeros: Va,b €
Z,sea/beb/a,entioa = boua = —b. Nao somente ela, mas também a
sua demonstracdo sdo exemplos de expanséo formal.

A expansdo natural se da com similaridade semantica e interna, isto
é, ndo existem significantes comuns entre duas unidades apofanticas, mas
ocorre equivaléncia referencial entre duas expressdes dessas unidades e, além
disso, ndo se recorre a um terceiro enunciado na transic¢ao delas. Esse tipo de
expansdo tem seu habitat no uso da lingua natural e mobiliza a rede seméntica
da lingua e os conhecimentos especificos do meio cultural dos interlocutores.
Esta presente nas descri¢des, narracfes e, no ambito da matematica, aparece,
por exemplo, nas demonstra¢des por absurdo e no silogismo aristotélico. O
encadeamento das frases “Um botijao de gas explodiu. A casa se queimou.”
é um exemplo desse tipo de expansdo (Duval, 1995). Outro exemplo, via

silogismo aristotélico, é: “Todo quadrilatero com dois lados paralelos é
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trapézio; um quadrado é um quadrilatero que tem dois lados paralelos; logo,
todo quadrado ¢ trapézio”.

Por fim, a expansao cognitiva (similaridade semantica e externa — ndo
existem significantes comuns entre duas unidades apofanticas, mas ocorre
equivaléncia referencial entre duas expressdes dessas unidades e, além disso,
recorre-se a um terceiro enunciado na transicdo delas) é caracterizada pelo
uso especializado da lingua natural e esta presente nas descricdes e
explicacBes técnicas ou teodricas. Aqui se faz uso de um vocabulério altamente
especifico e técnico. No dmbito da matematica, aparece nas demonstraces
(inclusive por absurdo), nas explicacdes e nos raciocinios dedutivos.

A funcéo de Reflexividade - Ela permite assinalar o valor, o0 modo ou
0 estatuto de uma expressao por parte de quem a enuncia. Esta ligada a
intencionalidade que o locutor imp&e no enunciado da expressdo. E o elo
entre 0 ato intencional de producdo da expressdo e as condi¢bes de
interpretacdo por parte do interlocutor. E essas marcas de intencionalidade
ndo se fazem necessarias apenas na comunicacao do dia a dia, mas também
nos discursos cientificos (Duval, 1995).

Alicercados nesse corpo tedrico, empreendemos nosso estudo de caso.
Nas linhas que seguem, destacaremos alguns dialogos ocorridos durante a
resolucdo de alguns exercicios, em que certas FuncGes do Discurso se

impuseram, notadamente a Referencial e a de Expanséo Discursiva.

PERCEPCOES DE ALGUNS ENCONTROS
O sujeito do nosso estudo de caso é um estudante que chamaremos de
José. Ele é um garoto de 16 anos, diagnosticado com DD, dislexia e disturbio

do processamento auditivo central. Concluiu 0 nono ano do ensino
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fundamental em uma escola publica do municipio de Sdo José — SC, em
dezembro de 2019. De agosto a dezembro daquele ano realizamos encontros
semanais na biblioteca da sua escola, uma vez por semana, no periodo
contraturno e com duracao de 50 minutos. Esses primeiros encontros tiveram
o formato de aula particular, nos quais tirAvamos suas davidas e 0 ajudavamos
a refazer algumas provas. A pretensdo era, também, naquele momento inicial,
a de promover um laco de confianca reciproca, pois pretendemos continuar
com esses encontros semanais até a metade 2021. Fomos bem-sucedidos.
Tanto no laco de confianca quanto na sua aprovagdo no colégio.

Os relatos que traremos a seguir foram coletados naqueles encontros
de 2019. Neste ano de 2020 ele ingressou no ensino médio numa escola
diferente e, por conta das mudangas ocorridas no cotidiano mundial, causados
pela pandemia do Coronavirus, ainda ndo retomamos os trabalhos presenciais
com José. Apresentamos, a seguir, uma lista de fatos que consideramos
relevantes durante aqueles encontros e que dialogam com o referencial teérico
da DD e da TRRS que previamente discutimos.

Todas as caracteristicas clinicas trazidas por Santos (2017) e por Diaz
(2011), em menor ou maior grau, observamos no nosso aluno. Foi comum vé-
lo trocar a operacdo de adicdo por multiplicacdo, ndo lembrar de fatos
aritméticos basicos, como a multiplicacdo de quatro por trés, mesmo alguns
minutos depois de ja té-la efetuado. A confusdo de cifras de sons semelhantes,
como falar dezesseis, mas escrever dezessete, por exemplo, é algo que
também presenciamos.

Como € marca registrada da DD, presente em todos os conceitos que
trouxemos desse transtorno, ele apresentou grande dificuldade com as quatro

operacdes basicas e com a tabuada. O uso dos dedos para apoiar a resolucéo
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de operacgdes aritméticas, mesmo muito simples, foi algo que se destacou
dentre as observacdes que fizemos do aluno, como se fizesse parte do seu
aparato comportamental, dos seus trejeitos durante a resolugdo de exercicios.
Isso vem ao encontro do que apontam Souza (2017) e Diaz (2011), como
caracteristicas clinicas ou sintomas da DD.

llustrando outra caracteristica clinica dos sujeitos com DD — recurso
a elementos ndo simbdlicos na resolucdo de célculos -, citada por Santos
(2017, p. 62), trazemos, na Figura 2, uma imagem de um exercicio resolvido
por José, em que colocamos em destaque sua estratégia para resolver a divisao
de 30 por 2.

Figura 2 — Recurso a elementos ndo simbolicos na resolucédo de célculos

Fonte: Acervo dos autores.

Percebemos inicialmente que ele identificou o nimero 30 com trés

blocos de dez tragos. Em seguida, agrupou-os de dois em dois, totalizando
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cinco desses grupos em cada linha. Notamos que ele escreveu o nimero 5 ao
final de cada uma dessas linhas. Somando esses trés valores (5 + 5+ 5), ele

obteve o resultado da divisdo de 30 por 2, isto é, 15. Matematicamente, ele

a+b+c

usou a propriedade distributiva da divisdo em relagdo a soma, isto é, =

a b c

p p P
Passaremos, agora, a destacar algumas observacbes que fizemos

acerca do uso das Func¢es Discursivas, por parte do aluno Jose, ao longo da
resolucdo de alguns exercicios.

Ja no primeiro encontro, o enunciado de um exercicio pedia para se
obter a medida que faltava em um dos lados de um triangulo retangulo em
que os catetos vinham indicados por 8 e 6. José usou a fungdo referencial,
especificamente com a operagédo de designacéo, chamando o lado que faltava
de x. Tanto neste exercicio, quanto nos outros desse encontro, ele evocou o
teorema de Pitagoras para a resolucdo. Segundo Duval (1995), ele fez uso da
funcdo apofantica, através da sua operacdo de predicacdo. Em seguida, ao
substituir os valores dados na intencao de obter os lados que faltavam em cada
questdo, ele usou a funcdo de expansdo discursiva, atraves da forma
denominada expansao formal. Ainda neste primeiro encontro, apresentamos
ao aluno alguns triangulos retangulos em posicOes variadas e lados
designados por letras diferentes. Em alguns, designamos os lados por X, y e
z; em outros por r, s e t; outros por u, v e w (iniciando com a hipotenusa e
depois os catetos). Em todos os casos, quando lhe solicitamos enunciar o
teorema de Pitagoras, ele respondeu corretamente: x?> = y? + 72, r’=s? + t? ¢
u? = v2 + t2, indicando, via funcdo apofantica, compreensio no uso do

teorema.
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No segundo encontro tratamos da soma dos angulos internos de um
poligono convexo. Iniciamos propondo ao aluno a afirmacéo de que em um
triangulo qualquer a soma dos angulos internos € 180°. Como a sua reagéo,
que recebemos com contentamento, foi a de questionar o porqué desse valor,
decidimos empreender a misséo de demonstrar esse fato. Para nossa surpresa,
José acompanhou muito bem todos os passos da demonstracdo e, antes de
chegarmos ao final, ele proprio conclui com entusiasmo: “Ahhh, claro, vai
dar 180°!”. Mesmo ndo tendo feito sozinho, o aluno apresentou Otima
compreensdo nas etapas do processo dedutivo (expansdo discursiva do tipo
cognitiva). Ficamos entdo nos perguntando: o que impede um aluno de
aprender a tabuada se ele tem a capacidade de percorrer com boa performance
0s caminhos de uma demonstracdo matematica?

Ainda neste mesmo encontro, para entender como somar os angulos
internos de um poligono convexo, propusemos a ele dividir o poligono dado
em triangulos. Ele compreendeu muito bem a ideia. A partir do pentagono,
deixamos que ele mesmo desenhasse os triangulos internos e obtivesse a soma
dos angulos. Ele fez isso também para o hexagono e o heptdgono. Nesses trés
casos (pentagono, hexagono e heptagono) ele entendeu que a soma dos
angulos era obtida multiplicando-se 180° por 3, 4 e 5, respectivamente.
Porém, guando tentamos encaminhar um processo de generalizacdo, ao lhe
perguntar por quanto deveria multiplicar os 180° para encontrar a soma dos
angulos de um poligono de 20 lados, ele ndo soube responder.

Nas questbes envolvendo relagdes trigonométricas em um triangulo
retdngulo, é bastante comum, com o0 uso do Sseno, cosseno ou tangente,
trabalharmos com uma igualdade de fragdes em que um dos valores é uma

incognita e os outros trés sdo numeros. Dessa maneira, recorre-se a
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propriedade fundamental das proporc¢oes, isto €, o produto dos meios € igual
ao produto dos extremos. Notamos que José identificava, em alguns
momentos de forma independente, mas em outros com nossa ajuda, qual a
razdo trigonométrica a ser usada (uso da fungdo apofantica). Na linha
seguinte organizava a proporcédo, substituindo o valor do seno, cosseno ou
tangente do angulo em questdo, caracterizando mais um passo na expansao
do discurso (expansao formal). Em seguida oralizava a expressdo “o produto
dos meios ¢ igual ao produto dos extremos”, o que podemos caracterizar
como o uso da operacgéo de predicagdo dentro da funcéo apofantica mas, de
forma recorrente, essa oralizacdo ndo se materializava na sua producdo
escrita, pois na linha seguinte ele escrevia uma nova fracdo em que o
numerador consistia no produto dos meios e 0 denominador no produto dos
extremos. Claramente ele teve muitas dificuldades para converter o enunciado
em lingua natural “o produto dos meios ¢ igual ao produto dos extremos” para
a linguagem simbdlica.

Num outro encontro, ao resolvermos um problema de trigonometria,
chegamos no valor 4v/3 para a medida do lado de um triangulo. Ele
questionou se deveriamos “deixar assim mesmo”. Dissemos a ele que sim,
exceto se fosse um problema, por exemplo, que pedisse uma quantidade, em
metros, de arame suficiente para cercar o terreno representado pelo triangulo
em questdo. Neste caso, 0 orientamos a usar a calculadora para obter o valor
de /3 na forma decimal. Ele perguntou se deveria arredondar para trés casas.
Propusemos arredondar para duas, dando o valor 1,73m. Entdo Ihe dissemos:
“voce pode, assim, ir numa loja de material de construcao e pedir 1,73m de
arame.” Ele rebateu com a pergunta: “E ndo da pra usar o valor todo da v/3 ?

Tem medida que da isso?”. Ficamos novamente surpresos e contentes com o
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6timo nivel da pergunta. Saimos desse encontro, novamente, questionando-
nos acerca do contraste entre a enorme dificuldade enfrentada pelo aluno José
com a tabuada e o alcance de suas perguntas em temas delicados da
matematica, como 0s numeros irracionais. Essa constatacdo se alinha com a
definicdo de DD proposta no CID-10, que aponta déficit no dominio de
habilidades aritméticas basicas maior do que nas habilidades matematicas
abstratas (OMS, 1993).

CONCLUSAO

As fungdes discursivas sdo ferramentas metodoldgicas para analisar o
discurso matematico presente nas producdes escolares do aluno, desde
provas, trabalhos, exercicios no caderno e argumentacdes verbais.

Entendemos que com essas fungdes podemos compreender melhor o
funcionamento do discurso de qualquer aluno e, a partir disso, ter mais
subsidios para compreender os processos cognitivos da aprendizagem da
matematica, inclusive daqueles alunos com DD. Quica possamos propor, a
partir desse estudo, estratégias, ferramentas ou encaminhamentos
metodoldgicos que contemplem as necessidades de quem tem esse transtorno.
Sao inimeros os questionamentos. Como que um aluno que ndo consegue
dominar um fato aritmético basico como a tabuada ou uma simples adicéo,
pode acompanhar uma demonstracdo e concluir a tese do teorema antes do
seu fim? Podemos inferir que se um aluno é capaz de realizar uma atividade
com esse grau de sofisticacdo, entdo pode realizar outras com semelhantes
exigéncias cognitivas e, quem sabe, até com maiores exigéncias?

Nesses primeiros encontros nos propusemos a apenas acompanhar o

aluno José na forma de monitoria ou de aula particular. Compreendemos que
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esse é o caminho para estabelecer lacos de confianca, essenciais para um
trabalho que pretendemos que seja de longo prazo (cerca de 1,5 anos).
Almejamos, de forma intercalada com esse tipo de abordagem, também
propor atividades préprias, com as quais poderemos investigar outros
elementos nas suas producdes.

Como estamos apenas nos primeiros passos dessa pesquisa, temos
plena convicgdo de que hd muito ainda na teoria de Raymond Duval para
trazermos como ferramenta de andlise neste estudo de caso. Podemos apontar
as operagOes cognitivas de representacdo ligadas a semiose: formacéo,

tratamento e conversdo; o fenbmeno da ndo-congruéncia semantica; as

(13 99

formas de “ver” uma figura geométrica e, principalmente, um

aprofundamento da analise do discurso através das Func¢des Discursivas.
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CAPITULO XII

CARACTERISTICAS VISUAIS DAS FIGURAS GEOMETRICAS
EMPREGADAS NO ESTUDO DA RELACAO PARTE-TODO DOS
NUMEROS RACIONAIS

Fernanda Andrea F. Silva
Méricles Thadeu Moretti

Qualquer que seja a figura geométrica numa atividade em matematica
desperta dois tipos de conduta: uma espontanea e outra controlada. Uma
conduta espontanea, imediata, € a percepcdo das suas formas, justificada por
principios visuais descritos pela psicologia gestaltica ou psicologia das
formas. Enquanto que a conduta controlada leva a aprendizagem em
geometria e se refere a interpretacdo discursiva dos elementos constitutivos
da figura, a qual considera o objeto matematico de referéncia. Pois, nem
sempre 0s elementos visuais que se destacam na figura correspondem ao que
se quer ‘ver’ (Duval, 2012a).

Com as figuras geométricas que representam a relacédo parte-todo dos
nameros racionais ndo € diferente. Foi isso que constatamos ao analisar a
pesquisa realizada por Lesh et al (1983) em que foi aplicado um teste para
alunos do 4° ao 8° graus, nos Estados Unidos, com o objetivo de avaliar
conceitos envolvendo os nimeros racionais. Nas questdes que solicitavam a
fracdo correspondente a parte pintada de distintas figuras geométricas, 0s
resultados demonstraram uma variacdo significativa nos indices de acertos,
conforme a figura transparecesse ou nao os elementos figurais necessarios

para estabelecer a relacdo parte-todo.
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Por outro lado, Silva (1997) observou que a concepgédo de futuros
professores das séries iniciais, ao associarem fracdes as figuras geométricas,
€ que necessariamente as figuras deveriam estar particionadas em subfiguras
de mesma forma geométrica e areas congruentes. Santos (2005) e Costa
(2011) reiteram essa autora quando afirmam que os professores, participantes
das referidas pesquisas ao serem solicitados a elaborar questdes envolvendo
icones no campo dos numeros racionais, priorizaram o significado parte-todo
envolvendo figuras geométricas, notadamente, circulos, tridngulos e
retangulos, divididas em partes ou subfiguras de areas congruentes e mesma
forma geométrica. Tais praticas refor¢am o uso do procedimento da ‘dupla
contagem’, ou seja, a contagem do numero de partes pintadas sobre o nimero
de partes que foi particionado o inteiro; assim como dao preferéncia as figuras
que transparecem a relacao parte todo, com prejuizo da exploracao heuristica
da figura geométrica que leva a compreenséo das relacdes envolvidas: entre
as partes, o todo e as partes, e as partes e o todo.

Damico (2007) aponta como sendo um dos sérios problemas
subjacentes a compreensao do significado parte-todo, no registro geométrico
bidimensional, a fragilidade dos sujeitos relacionada a no¢éo de area. Como
também, afirma o pesquisador, que a instabilidade por parte do sujeito na
compreensdo da unidade e de seu particionamento em areas congruentes, nas
figuras geométricas, levam a dificuldades, quanto a identificar a relagdo de
equivaléncia, bem como, compreender a adi¢do de fragdes e o significado do
minimo maltiplo comum (m.m.c.).

Complementando essa ideia, acreditamos que as fragilidades dos
sujeitos perpassam pelos tratamentos que sdo especificos das figuras

geomeétricas e que ndo sdo levados em conta, no momento da aprendizagem
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desse campo numérico. Pois, como afirmam Campos, Magina & Nunes

(2006),
As situagfes com significado parte-todo, muito usadas no ensino de
fracdo no Brasil, resumem-se, em geral, em dividir uma area em partes
iguais, em nomear uma fragdo como o nimero de partes pintadas sobre
0 numero total de partes e em analisar a equivaléncia e a ordem da
fracdo por meio da percepcdo. Tais acOes levam os alunos a
desenvolverem seus raciocinios sobre fracdo baseados principalmente

na percepcdo, em detrimento das relagdes lo6gico-matematicas
(Campos, Magina & Nunes, 2006, p. 128).

O sujeito, ao ndo ultrapassar os limites das divisdes explicitas
identificadas nas figuras e ao ndo estabelecer a relacdo parte todo, ndo da
significado a necessidade de congruéncia das areas das partes ou subfiguras
e “valoriza exageradamente o traco das divisdes, em detrimento a igualdade
das partes.” (Jahn, Silva, Silva & Campos, 1995, p. 11). Para o
desenvolvimento da relacdo parte-todo, as figuras geomeétricas exigem
“discussao e comparacao do ‘tamanho’ e ‘formas’, o que ndo ocorre na dupla
contagem.” (Idem p. 13).

Duval (2011) afirma que “E preciso organizar as tarefas fazendo variar
a figura geométrica, depois a situacdo que ajuda a <<ver>> a solucdo até
aquelas em que, ao contrario, torna-se dificil ou impossivel vé-la” (Duval,
2011, p. 92). Pois, a figura geométrica pode requerer desde a apreensao
espontanea e imediata de suas formas, denominada de apreensdo perceptiva
das formas, passando pela visualiza¢do que envolve o objeto matematico que,
de fato, precisa ser apreendido na figura geométrica (apreensao discursiva),
até a sua modificacdo para que o objeto em questdo possa ser vislumbrado

(apreenséo operatdria).
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Entretanto, ao analisarmos a literatura que envolve o0s nimeros
racionais percebemos a auséncia de um estudo que analise as figuras
geométricas que compdem essa classe de atividades, quanto as suas formas,
tipos de particionamentos, interpretacfes ou, até mesmo, modificacBes que
evocam suas unidades visuais para que a relacdo parte-todo possa ser
identificada.

Sendo assim, com base nas seguintes perguntas:

o Quais sdo os elementos basicos constitutivos de uma figura
geométrica que podem atuar na visualizacdo da relacdo entre as partes ou
subfiguras pintadas ou hachuradas e aquelas que a figura geométrica
(representada como o todo) foi particionada?

o Quais os tipos de interpretacGes ou apreensdes geométricas podem
estar envolvidas na visualizagéo da relacédo parte-todo?

o Para a visualizacdo da relagdo parte-todo é necessario um tratamento
heuristico na figura geométrica?

o Havendo necessidade de um tratamento heuristico, quais os fatores de
visibilidade que podem intervir nesse?

O objetivo dessa pesquisa é analisar as caracteristicas visuais das
figuras geomeétricas que podem ser utilizadas nas atividades de
transformacbes em fragbes, com base em seus elementos figurais
constitutivos, nos tipos de interpretacdes que possam evocar e possiveis
modificacdes figurais que venham necessitar para que seja visualizada a
relacdo parte-todo. E um estudo inicial e visa fornecer elementos para um
aprofundamento posterior de uma anélise semidtica e cognitiva, ou semio-

cognitiva dessas figuras geométricas.
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Temos como pressupostos tedricos a Teoria dos Registros de
Representacdes semioticas de Raymond Duval. Nesse estudo, buscaremos
responder as duas primeiras perguntas elaboradas acima e encontrar
elementos que subsidiem estudos posteriores que visem responder as demais

perguntas.

O REGISTRO GEOMETRICO BIDIMENSIONAL DOS NUMEROS
RACIONAIS

A aprendizagem em matemaética se diferencia da aprendizagem em
outras areas do conhecimento pelo modo de acesso aos seus objetos do saber.
Na matematica, os objetos do conhecimento, a exemplo dos nimeros, das
funcdes, das relacdes geométricas sao todos abstratos, os quais querem dizer
que ndo podem ser diretamente percebidos, tocados, sentidos, ou mesmo,
acessados por meio de instrumentos. Desse modo, 0 acesso a eles se da
sempre de forma indireta, por meio das suas representagdes semioticas, ou
seja, de uma ‘atividade de produgdo semiética’ (Duval, 2013, p. 16).

As fracdes, os nimeros decimais, as figuras geométricas particionadas
em areas congruentes com algumas dessas partes pintadas séo representacdes
semidticas do objeto mateméatico numero racional. Cada uma dessas
representacdes semidticas possuem regras, propriedades e tratamentos
especificos, haja vista que 0 modo de realizar as operagdes numéricas, por
exemplo, com as fragBes ndo é igual ao realizado com os numeros decimais.
Enquanto que as figuras geométricas apresentam tratamentos 0s quais em
nada tem a ver com os tratamentos algoritmicos desenvolvidos nos dois
sistemas semioticos anteriores. Portanto, essas representagcdes semidticas dos

nlmeros racionais se constituem como sistemas semidticos distintos que
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revelam caracteristicas diferentes, porém, complementares desse objeto
matematico.

Como esses sistemas semioticos, todos aqueles utilizados em
matematica para representar seus objetos (gréaficos, tabelas, sistemas
numéricos, escrita algébrica, entre outros), diferenciam-se dos sistemas
semidticos usados socialmente apenas para comunicar, devido a sua funcéo
de tratamento, ou seja, neles ha a possibilidade das representacdes serem
modificadas em seu interior, obedecendo suas regras e propriedades. A esses
sistemas semioticos trabalhados em matematica, Duval (2012b, 2013)
denominou de ‘registros’.

Os registros de representacdao semiética sao sistemas semioticos que
se diferenciam tanto pelo seu modo de funcionamento quanto pela sua
natureza. Podendo ser discursivos se suas unidades elementares se organizam
de forma linear, como a lingua natural e os sistemas numéricos; ou nao
discursivos se, pelo contrario, essas nao se apresentam de forma linear como
é o caso das figuras geomeétricas, cujas unidades figurais estdo compondo um
todo e a sua apreensdo se estabelece de forma global. Além disso, 0s registros
podem apresentar tratamentos por desenvolvimento de algoritmos, como é o
caso de todos os registros estritamente matematicos como os sistemas
numéricos e a escrita algébrica, ou ndo se prestarem a esse tipo de tratamento
como na lingua materna e nas figuras geométricas.

Em nossa pesquisa, chamaremos de ‘registro geométrico
bidimensional dos nimeros racionais’ ao sistema semidtico constituido de
figuras geométricas bidimensionais - poligonos e circulos - particionados em

subfiguras justapostas. Nesse tipo de registro, trabalha-se prioritariamente, na
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escola, a partir do 4° ano do Ensino Fundamental I, o significado parte-todo
do ndamero racional.

Assim, cada figura representa o inteiro dividido explicito ou
implicitamente em “n” partes de mesma area, sendo cada parte equivalente a
I/n e a fracdo correspondente ao numero de d&reas congruentes “m”,
hachuradas ou pintadas do inteiro, “m/n”.

Para Post, Behr e Lesh (1982) o significado parte-todo depende
diretamente da capacidade de particionar uma quantidade continua,
compreendida como comprimento, area ou volume, em partes congruentes;
ou particionar um conjunto discreto de objetos em partes ou subconjuntos de
mesma medida. Os autores afirmam que esse significado é aplicado, por
exemplo, quando se tem dois conjuntos (A e B) em que o conjunto A é
subconjunto do conjunto B e satisfaz os critérios: (@) o subconjunto A é
dividido em partes ou subconjuntos equivalentes (fragdes unitarias); (b) o
conjunto B é dividido em partes ou subconjuntos; (c) A medida de cada parte
ou subconjunto de A é equivalente a medida de cada parte ou subconjunto de

B. Dessa forma, Post et al (op. cit) ilustram com o retéangulo da figura 1.

Figura 1 - Retangulo particionado em partes
equivalentes

A
Fonte: Adaptado de Post,Behr e Lesh (1982).
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As ideias matematicas de particionamento em areas congruentes, tais
como, quanto maior a area de cada parte, menor sera 0 numero de partes do
todo, a conservacdo do todo e a equivaléncia de fracGes sdo intrinsecas ao
registro geométrico bidimensional dos racionais. Pois, no particionamento de
uma quantidade continua ha uma relacdo: (a) entre o nimero de partes que
estd sendo dividido o todo e a area de cada parte; (b) de equivaléncia entre a
soma das partes e o todo que foi particionado; (c) entre regides de mesma area
do todo que representam quantidades relativas diferentes deste mesmo todo.

O registro geométrico bidimensional dos numeros racionais € nédo
discursivo, pois, por terem duas dimensdes, exige uma apreensao simultanea
ou, ndo linear, das unidades basicas figurais, como tragos, cor e area das
partes. E por apresentarem tratamentos proprios que ndo se prestam ao
desenvolvimento de algoritmos € um registro multifuncional (Duval, 2011).

De acordo com Duval (2004), o tratamento dispensado as figuras
geométricas € especifico destas, ou seja, independe do conhecimento
matematico subjacente ao problema ou situacdo dada, pois,

nem sempre ¢ facil ‘ver’ sobre uma figura as relagbes ou as

propriedades relativas as hipoteses dadas e que correspondem com a

solucdo buscadal...] E essencial do ponto de vista cognitivo e didatico

ndo confundir a possibilidade de tratamento figural com a

legitimidade ou a justificacdo matematica destes tratamentos figurais.

A possibilidade dos tratamentos figurais esta vinculada as

possibilidades de modificacdo que surgem das relacdes das partes com

o0 todo, por exemplo, relagdes Oticas, visuais ou posicionais de uma

figura; modificacbes que podem efetuar-se fisica ou mentalmente e é

independentemente de todo conhecimento matematico. (Duval, 2004,
p. 162)

Entretanto, esse autor afirma ainda ser necessario uma coordenagao

entre os tratamentos figurais e 0s que provém de um outro registro, pois 0s
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individuos que ndo se ddo conta disso reduzirdo os tratamentos matematicos
as “evidéncias imediatas” de uma ‘“constatacdao perceptiva’ no registro das
figuras geométricas o que leva a uma falsa aproximacéo entre os tratamentos
dispensados aos dois registros. Pois, para Duval (2004) uma figura
geomeétrica € o entrelagamento entre as apreensdes perceptiva (interpretacao
imediata das formas geométricas que compdem uma figura geométrica) e
discursiva (interpretacdo do enunciado ou do que é dito da figura geométrica),
ou seja, € preciso ‘ver’ a figura geométrica a partir do que € enunciado sobre
ela, sem se deixar influenciar pelas formas geométricas que se destacam dela.

Duval (idem) aponta como tratamento no registro das figuras
geométricas, a determinacdo das unidades figurais que sdo os elementos
basicos constitutivos de uma figura geométrica, as possibilidades de
articulacdo entre elas e as modificagdes que podem ser efetuadas nas figuras
geométricas. Sendo esses tratamentos considerados capazes de cumprir com
a funcdo heuristica® dessas figuras.

As unidades figurais podem ser determinadas a partir das variagdes
visuais - dimensionais e qualitativas, das figuras geométricas. As dimensdes
podem variar entre zero (ponto), uma (reta) ou duas dimensdes (area). As
variaveis qualitativas sdo aquelas quanto a forma, linha reta ou linha curva;
contorno, aberto ou fechado; variagfes de tamanho, orientacdo, granulacao,
cor, etc que estdo subordinadas as Leis Gestalticas ou das formas (Duval,
2004).

Além disso, as figuras geométricas sdo representacdes visuais que

permitem reconhecer varias formas geométricas, concebidas como contornos

! Capacidade de visualizar as hipoteses de um problema a partir da reorganizagdo da figura
inicial dada.
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fechados que sd@o justapostos, superpostos ou separados na mesma figura;
mesmo que o fato de reconhecer uma forma geometrica implique no nédo
reconhecimento de outras. Uma figura geométrica para ser compreendida
matematicamente necessita desse reconhecimento, implicando numa
mudangca de olhar sem que seja modificada sua representacgéo visual.

De acordo com Duval (1994), os tratamentos que sdo intrinsecos as
figuras geométricas ndo estdo ligados a nenhum conhecimento matematico
particular. Esses tratamentos estdo relacionados com as possibilidades de
modificacOes da figura, implicita ou explicitamente, a partir das relacGes das
suas partes com o todo, como, por exemplo, a subdivisdo ou inclusdo de
partes; ou aquelas que podem ser de origem Otica, como 0s casos de
homotetia; ou ainda, posicional, transladando ou rotacionando uma figura.

Duval (2011,2012a) designa as formas de “ver” as figuras como
apreensdes do tipo perceptiva, discursiva, operatdria e sequencial das figuras.
O desenvolvimento do raciocinio envolvendo esse tipo de registro requer a
devida distin¢do entre esses tipos de apreensdes.

A apreensdo perceptiva de formas geométricas é imediata, automatica,
espontanea, relativa aos elementos que se destacam da figura geométrica, sem
analise dos elementos figurais e que nem sempre corresponde ao objeto
matematico procurado. Esse tipo de apreenséo esta fortemente condicionado
a uma congruéncia semantica entre o enunciado e a respectiva figura
geomeétrica do problema, o que pode, conforme Duval (2012a) abrir ou fechar
a porta de entrada para a resolucgdo buscada.

As figuras geométricas normalmente utilizadas nos livros e materiais
didaticos para trabalhar os niumeros racionais geralmente se destacam por

tracos continuos e fechados, seguindo a lei Gestéltica do fechamento e da
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continuidade, a qual os tragos da figura geométrica formam um contorno
fechado, destacando uma determinada forma geométrica de um fundo. Essa
lei, de acordo com Duval (2012a), acaba por impedir de ver tragos mais
simples e, assim, outras formas de organizacbes da figura geométrica;
podendo ser a origem entre a diferenga de uma ‘interpretagao discursiva’, ou
seja, uma interpretacdo das propriedades da figura geométrica, do enunciado,
das hipoteses que sustentam o problema; e uma apreensdo perceptiva da
figura geométrica.

A apreensdo operatoria das figuras ¢ aquela “centrada nas
modificacdes possiveis de uma figura inicial e nas reorganizacdes possiveis
destas figuras” (Duval, 2012a p. 125). Se a modificacdo ocorrer por divisao
ou inclusdo das partes da figura geométrica, ou seja, em funcdo das partes
com o todo, é chamada pelo autor de ‘mereoldgica’. Caso a modificagdo seja
para aumentar, diminuir ou deformar a figura geométrica, é denominada de
‘Otica’. Se for necessario transladar, rotacionar a figura geométrica em relagao
a um eixo de referéncia, a modificagao ¢ do tipo ‘posicional’

Entdo, tendo como base figuras geométricas trabalhadas em livros
didaticos e em pesquisas, como, Behr et al (1983), Silva (2005), Giménez e
Bairral (2005), Damico (2007), com conversdes? entre 0 registro geométrico
bidimensional e o simbdlico fracionario dos racionais, faremos uma anélise
das caracteristicas visuais dessas figuras que devem ser levadas em

consideracdo para a visualizacdo da relacdo parte-todo.

CARACTERI"STICAS VISUAIS DAS FIGURAS GEOMETRICAS
QUANTO A RELACAO PARTE-TODO DOS NUMEROS
RACIONAIS.

2 Transformagdes que mudam de sistemas semioticos
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A analise das figuras geomeétricas trabalhadas nas pesquisas de Behr
et al (1983), Silva (2005), Giménez e Bairral (2005), Damico (2007) nos leva
a inferir que uma caracteristica visual importante dessas figuras é o
particionamento. O objeto matematico, nimero racional, sendo representado
por meio das figuras geométricas bidimensionais requer 0 seu
particionamento em partes ou subfiguras de &reas congruentes. No entanto,
esse particionamento pode se apresentar totalmente explicito ou implicito,

como podemos observar na Figura 2.

Figura 2 — Tipos de particionamentos das figuras geométricas
quanto a relacdo parte-todo

Particionamento explicito Particionamento implicito

-
v v

Todas as demarcacdes internas

m | —» Demarcagdes internas que estavam
! implicitas na figura inicial

Fonte: Autoria propria, 2020

As figuras geométricas que possuem o particionamento totalmente
explicito apresentam as areas das suas partes ou subfiguras, congruentes.
Entretanto, as subfiguras podem apresentar as mesmas medidas de
comprimento, ou medidas de comprimentos diferentes entre si, apesar de

terem a mesma area, conforme a figura 3.
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Figura 3 — Tipos de particionamentos explicitos das figuras geométricas quanto a
relacéo parte-todo

Particionamento explicito em subfiguras com mesmo nimero de lados

Mesmas medidas de comprimento entre Medidas de comprimento diferentes
as subfiguras. entre as subfiguras.

R

Todas as demarcagdes internas explicilas

Todas as demarcagdes internas explicitas

Parles ou subfiguras com
> il - .
Partes ou subfiguras com mesma drea e medidas de

mesma drea e medidas de comprimento  diferentes
comprimento
cnire clas.

Particionamento explicito em subfiguras com nimero de lados diferentes

Partes ou subfiguras com
mesma area, nimero de
lados diferentes e
medidas de comprimento
diferentes.

l'odas as demarcagdes internas explicitas

Fonte: Autoria propria, 2020.

As figuras geométricas gque possuem particionamento explicito e
subfiguras com mesmas medidas de comprimento entre si sdo figuras
prototipicas, pois todos os elementos necessarios ao estabelecimento da
relacdo parte-todo estdo presentes explicitamente, quais sejam, Aareas
congruentes e mesmo nimero de lado das subfiguras. Podemos perceber nao
ser necessario ‘operar com a figura’, ou seja, modifica-la para visualizar suas
unidades figurais. Entretanto, requer a apreensdo perceptiva das suas formas
geométricas e respectivas areas no sentido de identificar suas unidades
figurais necessarias para estabelecer a relagdo parte-todo, além da apreenséo
discursiva entre essas unidades figurais e as unidades de sentido da fracdo

(numerador e denominador).
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Entre essas figuras geométricas podemos encontrar aquelas cujas
partes ou subfiguras podem ser sobrepostas de modo a formarem novas partes
ou subfiguras, ainda com areas congruentes e mesmas medidas de

comprimento entre elas, de acordo com a figura 4.

Figura 4 — Figuras geométricas com particionamento explicito e formas
homogéneas que aceitam sobreposi¢éo de partes

Fonte: Autoria propria, 2020.

Esse tipo de figura geométrica favorece trabalhar o conceito de
equivaléncia, além da relacdo parte-todo. Enquanto que nas figuras
geométricas que possuem particionamento explicito mas medidas de
comprimento diferentes entre as subfiguras, ou seja, possuem formas
diferentes entre essas, ha um prejuizo da visualizacdo das congruéncias entre
as areas das subfiguras. Nesse caso, faz-se necessario além das apreensbes
perceptivas e discursiva entre as unidades figurais e entre essas e as unidades
de sentido fracionarias, ‘operar’ sobre as figuras para que a congruéncia entre
as areas seja vislumbrada.

As figuras geométricas que possuem o particionamento implicito sdo
aquelas cujas partes ou subfiguras possuem areas explicitas diferentes,
podendo essas ter mesmo numero de lados, 0 que ndo necessariamente
significa formas geométricas congruentes; ou nimero de lados diferentes,

entre si, conforme Figura 5.
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Figura 5 — Tipos de particionamentos implicitos das figuras geométricas quanto a
relacéo parte-todo

Particionamento implicito e subfiguras Particionamento implicito e subfiguras
com numero de lados diferentes com numero de lados iguais

VAVJAN
=L/ ;

‘ A diferentes

| particionamento explicito, possivel | | Particionamento Explicito. possivel

Partes ou subfiguras
com nimero de
lados iguais

Partes ou subfiguras com
numero de lados

Fonte: Autoria propria, 2020.

As figuras geométricas com particionamento implicito e subfiguras
com mesmo numero de lados, demandam um esforco maior para o
estabelecimento da relacdo parte-todo, pois as areas das subfiguras sendo
explicitamente diferentes, faz-se necessario encontrar uma unidade-parte®
para reparticionar a figura geométrica em subfiguras de mesma area; o
mesmo numero de lados entre as subfiguras pode favorecer o processo
heuristico a ser desenvolvido na figura para o estabelecimento da relacédo
parte-todo. As trés apreensdes: perceptiva, discursiva e operatéria sdo
necessarias para atuar nesse tipo de figura geométrica.

Entretanto, as figuras geométricas que apresentem particionamento
implicito e subfiguras com numero de lados diferentes podem demandar um

esforgco cognitivo maior para que seja estabelecida a relagdo parte-todo. Pois,

3 Chamamos unidade-parte uma unidade de &rea que serve como pardmetro para
redimensionar as subfiguras e essas passem a ter mesma area explicitamente.
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as formas geométricas distintas podem exigir um processo heuristico mais
sofisticado para o descobrimento de uma subfigura (unidade-parte) que
uniformize ndo apenas as areas mas as formas geométricas das subfiguras
entre si.

Dessa forma, o Quadro 1 apresenta os tipos de figuras geométricas
que podem ser trabalhadas em atividades envolvendo conversdes para o
registro simbolico fracionario, considerando suas caracteristicas quanto a
visualizagdo da relacdo parte-todo dos nimeros racionais.

Quadro 1 - Tipos de figuras geométricas que podem ser utilizadas
em atividades de conversao para o registro simbdlico fracionario

Mesmas
Subfiguras medidas de Sem sobreposi¢do

S comprlmcnto
Figuras com entre as
T . mesmo c
particionamento T subfiguras CO“" sobreposigdo
completo ou lados
explicito Medidas de
(areas explicitas comprimento

congruentes) dlfel‘eg;e entre as
subfiguras

Subfiguras com nimero de lados diferentes
Figuras com

particionamento Duas unicas Subfiguras com nimero de lados iguais
incompleto ou ou diferentes
implicito

(dreas explicitas Subfiguras com mesmo nimero de lados

diferentes)
Subfiguras com numero de lados diferentes

Fonte: Autoria prépria, 2020
De acordo com o Quadro 1, existem ao menos cinco tipos de figuras
geomeétricas que podem ser trabalhadas em atividades que envolvem a relagéo
parte-todo e conversdo para o registro simbdlico fracionario dos nimeros
racionais. Essas figuras geométricas possuem caracteristicas diferentes que
podem levar a processos cognitivos distintos para estabelecimento da relagéo

parte-todo.
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CONSIDERACOES FINAIS

A analise das caracteristicas visuais das figuras geométricas que séo
utilizadas para trabalhar a relacdo parte-todo e a conversdo dessas para 0
registro numérico fracionario dos numeros racionais nos fez verificar que
essas figuras geométricas podem requerer ndo sé uma apreensdo perceptiva e
discursiva de suas unidades figurais e das unidades de sentido da fracdo, bem
como a relacdo entre elas, mas uma apreensdo operatdria dessas figuras
geomeétricas.

Entretanto, vimos que nem todo tipo de figura geométrica leva a uma
apreensdo operatoria para o estabelecimento da relacdo parte-todo. Mas a
apreensdo operatéria, ou seja, a transformacdo de figuras geométricas na
busca da relagdo parte-todo faz com que essas sejam trabalhadas
heuristicamente, podendo favorecer a compreensdo e a aprendizagem dos
conceitos interligados a relacdo parte-todo, como os conceitos de area, relacao
parte-parte e a relacdo todo-parte. Como também, levar o sujeito a realizar e
se familiarizar com tratamentos que sao intrinsecos a figura geométrica, como
0s movimentos de rotacdo e translacéo.

Essa pesquisa de cardter inicial, faz-se compreender o qudo é
necessario um estudo que busque analisar mais profundamente os elementos
constitutivos dos diferentes tipos de figuras encontrados nesse trabalho. E
ainda, o quanto esses elementos transparecem ou ndo, a relacdo parte-todo e
consequentemente, a conversdo no registro numérico fracionario. Ou seja,

uma andlise do fendbmeno da congruéncia semantica* na conversdo entre o

4 Congruéncia e ndo congruéncia semantica, de acordo com Duval (2011) é o quanto uma
representacdo contida no registro de partida transparece ou nao na representacao do registro
de chegada, no momento da conversao.
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registro geométrico bidimensional e numérico fracionarios dos numeros
racionais.

E, dessa forma, analisar a existéncia ou ndo de correspondéncia
semantica entre as unidades de sentido dos registros mencionados e no que
elas influenciam para a ndo congruéncia semantica entre os elementos que
sdo equivalentes. Além, da analise para cada correspondéncia semantica que
se verifique entre as unidades de sentido, é necessario verificar se essa é
Unica; e ainda, observar os tipos de apreensfes que podem ser empregadas e
0s possiveis tratamentos figurais que podem ser realizados. Tudo isso para
gue possamos compreender com maior propriedade 0s processos cognitivos
que subjazem a relacdo parte-todo e a conversdao do registro geométrico

bidimensional para o numérico fracionario dos nimeros racionais.
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CAPITULO XllI

O PAPEL DAS FUNCOES DISCURSIVAS NA APRENDIZAGEM
MATEMATICA: UM OLHAR PARA OS PROBLEMAS DO CAMPO
ADITIVO

Eduardo Sabel
Meéricles Thadeu Moretti

Dentro do campo da didatica da matematica, existem diferentes
olhares para o ensino e aprendizagem dessa ciéncia, e um deles se preocupa
com a construcdo da linguagem nos processos de ensino e aprendizagem. No
que se refere a matematica, sua linguagem admite caracteristicas ainda mais
complexas visto que os discursos podem carregar varios sistemas semiéticos
como a lingua natural, graficos, nuameros, letras, figuras e simbolos
especificos da matematica.

O dominio da linguagem matematica é essencial para sua
compreensdo, uma vez que o pensamento matematico € externalizado através
dessa linguagem. Sobre isso Granger (1974, p. 32) diz que "[...] para a
matematica, a linguagem €, ainda mais diretamente, parte integrante da
atividade cientifica. [...] a matematica poderia ser qualificada de ciéncia por
‘construcao da linguagem’".

Sobre esse tema, D’ Ambrosio (1998, p. 35), argumenta que:

[...] o fato de a matematica ser uma linguagem (mais fina e precisa que
a linguagem natural) que permite a0 homem comunicar-se sobre
fendmenos naturais, consequentemente, ela se desenvolve no curso da
histéria da humanidade desde os “sons” mais elementares, e, portanto
intimamente ligada ao contexto sociocultural em que se desenvolve.
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Dessa forma, reconhecendo a importancia da linguagem na
aprendizagem matematica, utilizaremos a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica de Duval como principal aporte tedrico, dando
énfase em suas contribuicOes sobre o papel da linguagem. Duval (2004)
explica que existem algumas fungdes discursivas que um sistema semiotico
precisa cumprir para ser uma lingua.

Um discurso para Duval "é o emprego de uma lingua para dizer
alguma coisa, para falar dos objetos fisicos, imaginarios e ideais e esta
conectada a um funcionamento cognitivo.” (2004, p. 86). Tal discurso em
matematica esta atrelado a capacidade de utilizar as diferentes funcdes
discursivas e suas respectivas operacoes.

Duval (2004, pp. 85-124) defende, em seus estudos, que analise de
uma producdo matematica perpassa pelo ponto de vista dos diferentes
registros de representacao semioticos que sao utilizados. Nos discursos sao as
diferentes funcGes discursivas que ganham destaque: a funcdo referencial, a
apofantica, a expansao discursiva e reflexividade social. Cada uma delas ird
possibilitar a construcdo de tais discursos e a mobilizacdo das diferentes
linguagens (algébrica, geométrica, numérica e lingua materna).

Duval destaca a relevancia da lingua na aprendizagem quando explica
que "A lingua ndo é um cddigo, mas um registro de representacao semidtica
[...]. Ela repousa nas operacOes discursivas que cumprem as funcdes
cognitivas que um discurso produz." (Duval, 2011, p. 76). Por isso, ao
desconhecer tais funcdes do discurso, analises importantes do funcionamento
cognitivo estdo sendo desconsideradas no processo de ensino e aprendizagem.

Das possibilidades de analisarmos o papel das fungdes discursivas na

aprendizagem matematica, consideramos como contexto analitico 0s
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problemas do Campo Conceitual aditivo de Vergnaud (1990, 1996a, 1996b),
onde explica que existem certos conhecimentos com especificidades
parecidas em seu aprendizado, caracterizando um campo conceitual.

Sobre o campo conceitual aditivo, Vergnaud (1990) apresenta
caracteristicas da sua compreensdo e analisa situagdes problema a fim de
discutir os caminhos de sua aprendizagem. Nosso objetivo neste capitulo é
fazer uma analise qualitativa sobre a importancia dessas funcdes e operacdes
discursivas na compreensdo de problemas do campo aditivo.

Este capitulo estd organizado em quatro se¢des: a primeira dispde
sobre as Func¢des Discursivas e Meta-Discursivas de Duval (2004), a segunda
apresenta conceitos principais da Teoria dos Campos Conceituais de
Vergnaud (1990, 1996a, 1996b), a terceira apresenta os problemas aditivos,
analisando o papel das funcbes discursivas nesse contexto e, por ultimo,

nossas consideraces finais.

AS FUNCOES DISCURSIVAS E META-DISCURSIVAS

Para Duval (2004, p. 88) um sistema semidtico ao cumprir certas
funcdes discursivas se torna uma lingua. Elas estdo separadas em dois grupos:
As Funcdes Meta-Discursivas e as Discursivas.

Cada uma delas admite algumas operacdes e formas de agir em um
discurso e atuam em conjunto para a constru¢do de um enunciado. Na figura
1, temos um esquema que mostra o0 conjunto de todas as funcdes propostas
por Duval (2004), bem como suas operacOes e formas que serdo explicadas

em seguida:
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Figura 1 - Esquema das funcdes e operagdes discursivas

Funcoes (1) Comunicagao operagdes
metadiscursivas > (2) Tratamento
3) Objetivagio 3 &
* Prousaveg Designagio pura
(4) Referencial (alcgor_lzacfw simples
z Determinagio
LINGUA NATURAL Descri¢ao
operagoes
1éxicos
liredlcu\cﬁo Sistematico
Fungdes discursivas Elocugdo Associativo

\ / Predic. e elocugdo De extensao semantica
(5) Apofantica N/‘alorcs
Logico

. operagoes
(6) Reflexividade L Epistémico
Social

Substitui¢ao

Acumulagio -
/ formas

(7) Expansao discursiva

Similitude Similtude

interne externa
Semilitude | Expansdo Expansdo
semiotica lexical formal

Semilitude | Expansao | Expansdo
semantica natural cognitiva

Fonte: Dionizio, Brandt, &Moretti (2014, p. 517) a partir de Duval (2004).

AS FUNCOES META-DISCURSIVAS

As fungdes meta-discursivas segundo Duval séo caracterizadas como
"as funcbes cognitivas comuns a todos 0s registros de representacao
(linguisticos, simbolicos, figurativos...)."(2004, p. 87). Estdo relacionadas a
qualquer registro de representacdo e ndo apenas aos escritos. Sao trés as
funcBes meta-discursivas: Comunicacdo, Tratamento e Objetivacgéo.

Comunicacao: essa funcdo € a primordial que todo sistema de
representacdo deve cumprir. Cabe a ela o papel de agir como instrumento de

comunicagdo, compartilnando e socializando as informagdes entre 0s
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sujeitos. Ela acontece em uma conversa, comentario ou argumentagédo, por
exemplo.

Tratamento: Dada uma informacdo, deve ser possivel fazer
alteracOes sobre ela com intuito de extrair novos elementos. Essa atividade
configura a funcdo de tratamento. Ela deve acontecer dentro de um mesmo
sistema de representacdo semidtica, permanecendo no sistema de partida. Um

exemplo de tratamento seria:
1 2 4 10 14 7
—_t -4 —=—= —
5 4 20 20 20 10

Notemos que a expressao fracionaria acima, esté inserida dentro do
sistema de representacdo numérico e a operacdo realizada alterou a
representacdo inicial e permaneceu no interior desse mesmo sistema,
caracterizando essa atividade como um tratamento.

Objetivacdo: Para Duval essa ¢ uma funcdo necessaria para o
desenvolvimento que um sujeito pode ter em suas atividades, experiéncias e
potencialidades. “E a externalizacio ou conscientizagio que ndo se tinha
antes.” (Duval, 2004, p. 88). Aqui acontece a tomada de consciéncia do

sujeito, onde se da conta do que aprendeu. Geralmente, essa atividade é
manifestada por algum gesto, figura, escrita ou expressao oral do estudante.

AS FUNCOES DISCURSIVAS

Essas séo as fungdes elementares para que haja um discurso em um
sistema semiotico segundo Duval (2004). Da mesma forma que nas meta-
discursivas, essas funcbes também sdo classificadas conforme sua
funcionalidade em um discurso, séo elas: funcéo referencial (designagéo de

objetos), apofantica (falar sobre os objetos por meio de enunciados), expansao
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discursiva (interligar preposictes de forma coerente) e reflexividade social
(indicar o estatuto, modo ou valor da expressao).

Funcdo Referencial: o principal objetivo dessa funcdo em um

discurso é designar objetos, ou seja, atribuir signos (palavras, letras, simbolo,
nameros...) para representar um objeto. Duval (2004, p. 88) estabelece quatro
operacdes discursivas promovidas por essa fungdo: designacdo pura,

categorizacao simples, determinacdo e descri¢éo.

A Designacéo Pura ocorre na atribuicdo de uma marca, gesto ou signo
para identificar um elemento especifico. Para exemplificar, observamos o uso
das letras "P" e "AB" na seguinte frase: "Seja P um ponto da reta AB". Nesse
caso, 0 uso das letras foi importante para nomear e representar os objetos

(ponto e reta).

A Categorizacdo Simples exprime qualidades e caracteristicas dos
objetos designados. Ela é importante por permitir dizer a qual grupo esses
elementos pertencem, como por exemplo: "Considere A uma matriz
guadrada, com determinante ndo nulo." Veja que a letra "A" foi designada
para representar uma matriz, em seguida, as expressfes "quadrada” e
"determinante ndo nulo" atribuiram a essa matriz certas propriedades
especificas. Com essas informacdes poderiamos definir entdo que se trata de
uma matriz inversivel (pois é quadrada e com determinante diferente de zero),
e isso so foi possivel devido ao uso da categorizag&o.

A Determinacdo consiste na aplicacdo artigos definidos ou

indefinidos, como por exemplo os artigos "o" "os" a" "as" em proposic¢des
para indicar existéncia ou unicidade dos objetos. Ela atua em conjunto com
as demais operagdes completando e atribuindo maior precisdo nas

informagdes.
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A Descricdo tem como objetivo combinar as demais operagdes com
relacGes diretas para indicar os objetos. Duval diz que "Nenhuma lingua,
mesmo a natural, pode ter um nome para cada objeto ou classe de objetos.
Portanto, é por meio da operacdo de descricdo que se pode nomear qualquer
objeto, apesar da limitacéo lexical™" (Duval, 2004, p. 95). Nem sempre existem
nomes especificos para os elementos que estamos trabalhando, entdo a
descricdo permite que criemos e atribuimos novas nomenclaturas para
representar esses objetos.

Funcdo Apofantica: Para Duval “somente designar objetos ndo cria

uma lingua, € preciso poder dizer qualquer coisa sobre 0s objetos sob a forma
de uma proposicdo, ou seja, cumprir a Funcdo Apofantica” (2004, p. 104). A
fungéo apofantica serve para criarmos expressoes, falas e escritas sobre os
objetos de modo coerente e coeso. Além da criagdo das frases, ela também
permite atribuir valor 16gico (verdadeiro ou falso), valor epistémico (se a frase
segue as regras internas da matematica) e valor social (a razao que motivou a
construcdo da frase). Ela ocorre por meio de duas operaces:

A predicacdo tem o objetivo de falar sobre os objetos por meio de
preposicdes escritas, que tenham sentido e valor légico. Um exemplo pode
ser a preposicdo: "a medida X no segmento representa seu ponto médio".

O ato ilocutdrio acontece na acdo de criar raciocinios e pensamentos
através da oralidade. E o dialogo que ocorre entre os sujeitos e que pode advir
da necessidade de explicar, argumentar e expressar alguma ideia. Como por
exemplo, uma conversa entre professor e aluno na sala de aula para fins de
entender algum conceito.

A Expansdo Discursiva: corresponde a possibilidade de “articular

diversos enunciados completos na unidade coerente de uma narracao, de uma
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descri¢do, de uma explicacdo ou de um raciocinio” (Duval, 2004, p. 94). Ela
permite articular frases e relacionar enunciados de forma coerente, permitindo
que o sujeito faca inferéncias e desenvolva novas informagdes, aumentando
o discurso e possibilitando falar sobre um assunto de diferentes formas.
(Dionizio, Brandt, & Moretti, 2014). Suas operagOes discursivas sdo: a
substituicdo e a acumulacao.

A progressao de um discurso se da pelas substituicdes das informacdes
por outras, como um resultado da alteracdo da primeira. Nesse caso, “as
inferéncias possibilitadas a partir da progressédo das proposicdes podem ser
realizadas pela substituicdo do resultado das novas inferéncias sobre as que
foram feitas nas proposigdes anteriores.” (Brandt, Moretti, & Bassoi, 2014, p.
483). Essa substituicdo deve respeitar as regras internas do sistema semidtico
que esta inserida.

Na operacdo discursiva de acumulacdo, o discurso expande-se por
frases que sdo unidas por conectores, enriquecendo as informacdes e
agregando novos elementos ao texto. Ela acontece por uma narragdo,
explicacdo ou descricdo. (Duval, 2004, p. 117).

Além disso, Duval (2004, p. 118) explica que existem algumas formas
gue a expansdo pode ocorrer, sao elas: expansdo natural, expansdo formal,
expansdo cognitiva e expansdo lexical. Elas acontecem embasadas em
similaridades interna e externa, na natureza semantica ou semiética.

No Quadro 1, temos uma viséo sistémica do envolto que a expansao
discursiva se encontra, discutindo sobre suas formas e mecanismos de
expansdo, trazendo elementos que sdo caracteristicos a cada uma delas. O
conhecimento de cada uma delas € essencial para compreendermos a

complexidade de fungdes que um discurso permite.
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Quadro 1: As quatro formas de expansédo discursiva de uma expressédo

Mecanismos
de expansdo

Similaridade interna
(continuidade sem um terceiro
enunciado)

Similaridade externa
(continuidade com um
terceiro enunciado)

Similaridade
semiotica
(s&o recuperados
alguns
significantes)

Expansdo LEXICAL
(recuperacéo do sentido de uma
mesma unidade do vocabulario
sob um modo fonético-auditivo

ou gréafico-visual)

AssociacOes verbais, ocorréncias

Linguagem do inconsciente

Expansdo FORMAL
(recurso exclusivo aos
simbolos: notagdes, escrita
algeébrica,...)

Raciocinio dedutivo
(proposicdes de estrutura
funcional)

Calculo proposicional,
calculos de predicados

Similaridade
seméntica
Lei de Frege:
Significantes
diferentes e
mesmo objeto.
(Invariancia
referencial estrita
ou global)

Expansdao NATURAL
(somente o conhecimento da
linguagem corrente é suficiente)
Descrigdo, Narracdo
Argumentacéo retorica
Silogismo aristotélico
(proposigdo de estrutura temética
predicativa)
Raciocinio pelo absurdo

Expansdao COGNITIVA
(exige o conhecimento de
definices, regras e leis para
um dominio de objetos)
Explicagdo
Raciocinio dedutivo

(proposigdo de estrutura
tematica condicional)
Raciocinio pelo absurdo

Fonte: Duval (2004, p. 119).

A similaridade semantica acontece quando as unidades apofanticas
tem como referéncia 0 mesmo objeto, porém ndo abrangem significantes
comuns, promovendo assim continuidade entre os enunciados. Exemplo: "o
quadrado de um namero é menor ou igual a nove" e "x2 < 9",

Ja a similaridade semidtica se constitui da repeticdo de alguns signos,
mas com referéncia a elementos diferentes, como no exemplo a palavra
"funcdo" em: "a sua funcdo na empresa é ajudar esse setor..." ou "o grafico da
funcdo afim é uma reta...".

Dentro da funcdo de expansdo discursiva, é possivel identificarmos

quatro formas que ela ocorre: a expansao lexical e formal (similaridades
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semioticas), expansdo natural e cognitiva (similaridades semanticas). Cada
uma delas pode agir separadamente ou em conjunto em um discurso, sendo
que outras operacdes discursivas também podem aparecer nesse meio.

Na expansdo lexical, um significante é recuperado e utilizado para

referenciar outro objeto, dando continuidade e coesdo as preposicdes. Por
exemplo: "O banco da praca..." e "Fui ao banco tirar um extrato....". Ja na

expansdo formal, utilizamos a substituicdo dos elementos seguindo as regras

internas da matemaética, expandindo o que tinhamos e extraindo novas
informacoes.

Um exemplo seria considerarmos como partida a equacao "x2 -5x + 6
= 0" e expandirmos com as regras da linguagem algébrica substituindo os
termos até chegarmos em "(x - 3)(x - 2) = 0". Note que essa expansao formal
permite que agora encontremos as raizes dessa equacao apenas olhando para
sua forma fatorada, o que implica na simples resolucédo de duas equaces de
primeiro grau.

A expansdo natural tem como objetivo utilizar somente elementos da

linguagem materna. Para Brandt, Moretti e Bassoi é a "[...] mobilizacdo
simultdnea da rede semantica de uma lingua natural e dos conhecimentos
praticos do préprio meio sociocultural dos alunos que produziram esses
discursos.” (2014, p. 7). E o uso pratico da linguagem natural para escrever
as proposicoes.

Por fim, temos a expansdo cognitiva que usa a lingua natural de carater

especializado, onde as palavras sdo mobilizadas de forma exclusiva a um
conhecimento determinado. Exemplo: "Um nimero impar excede um nimero
par em uma unidade. Logo, a soma de dois impares resulta em um ndmero
par" (Brandt, Moretti, & Bassoi, 2014, p. 7).



308

Com essas formas elencadas finalizamos as possibilidades de
expandir um discurso, lembrando que apesar de terem sido exemplificadas

separadamente, elas aparecem em conjunto nos discursos.

O EMPREGO DAS FUNQC)ES DISCURSIVAS NOS PROBLEMAS
ADITIVOS

Nesta secdo, pretendemos discutir sobre a importancia das funcées
discursivas nos problemas do campo aditivo de Vergnaud, com o olhar sob a
perspectiva da teoria de Duval.

O CAMPO DOS PROBLEMAS ADITIVOS DE VERGAUD

A teoria dos Campos Conceituais foi desenvolvida por Gerard
Vergnaud que buscou fornecer um estudo sobre alguns aspectos de
aprendizagem, elencando caracteristicas que um determinado campo de
conhecimento exige para ser compreendido (Vergnaud, 1990).

Vergnaud diz que elaborou "[..] a teoria dos campos conceituais para
tentar melhor compreender os problemas de desenvolvimento especificos no
interior de um campo de conhecimento” (1996b, p. 11). Ele acredita que os
conhecimentos estao organizados em campos conceituais e sua aprendizagem
depende da delineacdo de problemas e as acGes dos sujeitos sobre eles.

A formacdo de um conceito estaria apoiada em trés situagdes
destacadas por Vergnaud (1996a) denominados (S, I, R), onde: S é o grupo
de situagdes que constituem o sentido (a referéncia do conceito); | se relaciona
com as invariantes (objetos e propriedades) que o conceito é
operacionalizado, sendo reconhecidas pelos sujeitos (significado do

conceito); e por ultimo R que € vinculado as representacGes, linguagens e
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simbolos para indicar as invariantes e as situacdes envolvidas (o significante
do conceito).

Dentro da variedade de campos conceituais que a matematica permite,
iremos discutir sobre os aspectos do campo aditivo, onde cada um deles
contém especificidades na construcdo dos problemas e nas formas de
resolucéo.

No campo conceitual dos problemas aditivos, Vergnaud (1990)
explica que eles formam um conjunto de relacbes onde existem adicdes,
subtracOes e combinacGes destas operagdes. Os problemas aditivos podem ser
classificados em situacdes de: composicdo, transformacao e comparacao.

Os problemas de composicdo relacionam a parte e o todo. Ocorre
quando a situacédo apresentada dispde de algumas partes e o estudante deve
obter o valor total, ou ainda quando o todo é dado e pede-se uma das partes.

Os de transformacdo sdo os problemas que relacionam um valor
inicial e o final, onde as quantidades sofrem acdes positivas ou negativas.
Podem acontecer em problemas que informam os dados iniciais e as
transformacdes para calcular o valor final, ou ainda os que indicam os valores
finais e iniciam para que seja descoberto qual transformacéo sofreu.

O terceiro caso € dos problemas de comparacdo. Aqui 0s enunciados
apresentam um referente, um referido e uma relacdo sobre eles. Esses
problemas geralmente apresentam duas quantidades sendo um referente e 0
referido e estabelece uma relacéo entre elas.

No quadro a seguir, temos uma sintese das caracteristicas estruturais

de cada classificagéo, proposta por Guimaraes (2005):
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Quadro 2: Esquema das principais estruturas aditivas

Classificacéo Esquema do tipo de problema
Parte 1

Composicao Total
Parte 2

Transformacdo

Transformacao O
[]— [

Estado Inicial Estado Final
Referente P

Comparacéo ' | Raicho
Referido

Fonte: Guimaraes (2005, p. 4).

No Quadro 2 vemos um esquema que mostra os elementos que
precisam ser identificados para cada tipo de problema aditivo. Apontar
corretamente os valores que correspondem as relacdes, referentes, referidos,
transformacao, partes e valores finais que vemos no quadro, é uma atividade
que atravessa a resolugédo desses problemas.

Na perspectiva da teoria dos Campos Conceituais, devemos trabalhar
com problemas dessas diferentes naturezas para promover um bom raciocinio

e fazer com que o estudante compreenda integralmente os problemas aditivos.
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AS OPERACOES DISCURSIVAS NA RESOLUCAO DOS
PROBLEMAS

Diante dos aspectos da teoria dos campos conceituais dentro dos
problemas aditivos podemos fazer a seguinte indagacdo: Onde as funcdes
discursivas de Duval sdo empregadas nessas situa¢fes? Essa resposta vira do
olhar pratico que daremos para elas em seu emprego na resolucdo de
problemas.

Analisando primeiramente o campo aditivo, notamos que para cada
classe de problema o estudante precisa compreender a operacdo que a
situacdo necessita para estruturar a resposta. Essa atividade cognitiva ja
atravessa a busca por algumas funcgdes discursivas, como destaque a funcao
referencial na operacdo de designar objetos.

Para entender melhor essa situagéo, vamos considerar o exemplo do
estudo de Etcheverria, Campos e Silva (2015, p. 1185), onde aplicaram
algumas atividades com alunos do 3° ano do ensino fundamental. Um dos
problemas foi: "Um aquario tem 13 peixes de cor dourada e cinza. Cinco
peixes sdo dourados. Quantos sdo 0s peixes cinza?" Na figura 2, duas

resolugdes apresentadas por dois estudantes na busca de obter a solugéo do

problema.
Figura 2: Resolucdes apresentadas pelos estudantes
Estudante 1 Estudante 2
Resolugdo Resposta Resolugdo | Resposta
13 5
-3 Tem 8 peixes cinza + 8 8 peixes
8 13

Fonte: Etcheverria, Campos e Silva (2015, p. 1185).
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A situagdo anterior trata de um problema aditivo da classe das
composicdes, uma vez que tem como objetivo trabalhar o conceito de parte-
todo. Podemos observar que o enunciado da questdo é feito através da
linguagem natural, e ambas as solugdes realizaram uma conversdo para o
registro simbdlico a fim de trabalhar com as quantidades descritas.

Lembramos que uma das trés situacdes de um conceito para Vergnaud
¢ a Representacdo (R), e pelas respostas percebemos que 0S esguemas
representativos ndo foram os mesmos, embora ambas respostas estejam
corretas. A operacao de designacdo de objetos se tornou crucial nesse ponto,
pois foi ela que permitiu aos estudantes atribuirem os nimeros e o sinal da
operacdo corretamente.

Na primeira resposta temos a designacéo do sinal de subtracdo onde
nameros 13 e 5 foram ordenados de uma forma onde revela através de uma
expansdo cognitiva que compreendeu gue se tirarmos uma parte do todo,
sobra a outra parte (caracteristica dos problemas da classe da composicéo).
Na segunda solucdo, houve a designacdo do sinal de adicdo e a estrutura
mostra o entendimento de que a soma das partes é igual ao todo.

Desta forma, a fungéo referencial ocorreu por meio da designacéo de
objetos e tornou possivel o estabelecimento dos elementos descritivos para
responder ao problema. Nessa atividade, a designacdo envolveu
principalmente os numeros, ficando restrito aos Iéxicos sistematicos
(numeros e os sinais de operacéo).

A expansao cognitiva permitiu fazer as inferéncias conceituais que sao
reveladas no calculo apresentado e a expansao formal através da operacao de
acumulacdo, permitiu tratamentos no registro simbolico. A funcao apofantica

propiciou o valor l6gico de verdade e valor epistémico, uma vez que 0S
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calculos seguiram as regras internas do registro de representacdo numeérico de
forma correta. O valor social esteve presente, pois a resposta apresentada veio
da motivacdo de atender ao professor.

Nas outras classes dos problemas do campo aditivo, também podemos
analisar a aplicagdo dessas atividades cognitivas discursivas. A seguir temos
dois exemplos de problemas, um da classe de transformacdo e outra da
comparacdo e um esquema de que estrutura aditiva esta envolvida na situacéo.

Um exemplo de problema da classe de transformacéo seria "Paulo tem
quinze bolinhas e deu 4 para Maria. Quantas bolinhas sobraram para ele?"
Uma possivel resolucdo para essa situacdo pode ser estruturada da seguinte
forma:

15 ——» Estado Inicial

-4 — Transformacio

11 —» Estado Final

Nesse exemplo a operacao discursiva de designacdo € empregada trés
vezes, indicando qual quantidade é a inicial (15), a final (11) e determinando
a transformagc&o correta para o céalculo (subtrair 4). E comum nesse tipo de
problema que o estudante confunda a expressédo "deu 4 para Maria" e atribua
a operacdo de adicdo, entendo que existe um ganho e revelando uma
compreensdo incompleta do campo aditivo.

Na classe dos problemas de comparagdo, um exemplo seria "Juliana
tem algumas macas e Pedro tem doze. Se ele tem trés a mais que ela, Juliana

tem? Podemos pensar na seguinte estratégia para resolver esse problema:
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12 —» Referente

-~

-3 — Relag¢éo (operagéo)
9 —— Referido

A estratégia é valida, sendo que a designacdo do sinal (subtracdo) é
correta, entendendo que expressao "trés a mais” exige uma diminuicdo das
quantidades para obter o valor referido. O valor Idgico é verdadeiro, e a
presenca da expansdo discursiva formal (tratamentos simbdlicos) e cognitiva
(a compreensdo da operagdo correta) sdo necessarias nesse meio.

Destacamos também as similaridades semanticas respeitadas nessas
situacbes, com énfase na conversdo dos numeros em lingua natural para o
registro simbodlico. Chamamos atencdo que nesse tipo de situacéo
comparativa, uma vez que o enunciado induz a utilizar o sinal de adic&o.

Essa situacdo é considerada de maior gasto cognitivo, e um dos
motivos seria essa maior dificuldade dos elementos a serem designados néo
estarem evidenciados diretamente.

A linguagem natural desempenha papel fundamental para construir o
problema e poderia ser empregada nas resolu¢fes, uma vez que a resposta do
problema anterior poderia ter sido: "Se Pedro tem doze e Juliana tem trés a
menos, entdo ela tem nove". Aqui ndo teriamos as designacdes explicitas do
sinal da operacdo, mas uma expansao do tipo natural (pela lingua materna)
realizada para construir esse raciocinio.

O que fica evidenciado por meio das discussfes apresentadas é a
relevancia e o papel que as fungdes discursivas desempenham, sobretudo a de

designacgéo de objetos com os Iéxicos sistematicos envolvidos.
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Sem essa atividade discursiva de designagdo, o caminho para
solucionar qualquer um desses problemas aditivos fica restrito, pois restariam
poucas alternativas que permitiriam descrever as solucées. A expansdo formal
e natural também surgem de forma significativa pois permitem elaborar a
continuidade dos célculos e explicagoes.

A funcdo apofantica também esteve presente nos processos escritos,
constatando valor de verdade aos resultados, bem como o valor epistémico
das regras empregadas e do valor social atendendo a necessidade de responder
ao professor. Sua operacgéo de predicacédo, age na construcdo de enunciados
que podem ser usados pelos estudantes para fins de explicar a solucdo dos
problemas, como por exemplo nos que optam em responderam em lingua
natural.

Todo discurso presente no enunciado do problema e nas respostas dos
alunos, pode ser analisado por essas fungdes discursivas, deixando claro que
elas aditem a funcdo de permitir criar estratégias discursivas com a

linguagem, propiciando a compreensao dos conceitos dos problemas aditivos.

CONSIDERACOES FINAIS

A partir das discussbes apresentadas por esta pesquisa, entendemos
que a teoria dos registros de representacdao semidtica traz um novo olhar para
o campo da linguagem nas aulas de matematica, explicando as funcGes
discursivas que sdo cumpridas nesse processo.

Realizamos uma anélise tedrica qualitativa por meio das fungdes
discursivas de Duval (2004, pp. 85-124): a expanséo discursiva, a apofantica

e a referencial. Foi possivel identificarmos seu papel na resolugdo de



316

problemas do campo aditivo, onde o destaque é dado para a operacdo de
designacéo de objetos.

Nos exemplos apresentados, observamos que a designacdo esteve
presente nas resolugdes e permitiu indicar os sinais de operagdo e 0s nimeros
envolvidos. Sem seu emprego, ndo teriamos recursos discursivos para
elaborar a estrutura de resolucéo do problema aditivo.

Dos trés tipos de problemas aditivos, podemos retomar o exemplo dos
problemas de transformacéo, onde existem trés elementos que devem ser
indicados. A seguir temos a estrutura necessaria apresentada por Guimaraes
(2005, p. 4), ja explicitado pelo Quadro 2:

Transformacao

O

e

Estado Inicial Estado Final

Notamos que trés designacOes devem ser realizadas, uma para cada
elemento que compde a figura. Isso evidencia que a fungéo referencial por
meio da operacdo de designacdo de objetos, € um dos principais papéis das
funcGes discursivas no campo aditivo.

A fungdo Apofantica possibilita criarmos explicagdes por meio da
lingua natural caso o sujeito opte em resolver o problema por um registro de
representacdo escrito. Ela também propiciou olharmos a veracidade dos
discursos (valor l6gico), assim como se respeitam as regras internas dos
sistemas semioticos usados (valor epistémico) e ainda a motivacéo do sujeito

(valor social). As expansdes discursivas foram necessarias para 0S
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tratamentos simbolicos, uma vez que usou da operagdo de substituicdo para
efetuar os célculos.

Dessa maneira, a presente pesquisa trouxe subsidios tedricos para
compreender o papel das fungdes discursivas nos problemas do campo aditivo
de Vergnaud, onde elas permitiram criar os caminhos discursivos de
resolucdo, designando os objetos pertinentes e expandindo os discursos.

Consideramos que este campo da linguagem, a luz da teoria dos
registros de representacdo semidtica de Duval, possui importantes
contribuicdes para fins de aprendizagem que devem ser expandidos para

outros contextos do ensino da matematica.
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CAPITULO XIV

OS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA NAS AULAS
DE ALGEBRA DO 8° ANO: UMA CARACTERIZACAO DE COMO
OS PROFESSORES IDENTIFICAM E ENSINAM OS OBJETOS
MATEMATICOS ALGEBRICOS

Luani Griggio Langwinski
Tania Stella Bassoi (in memoriam)
Celia Finck Brandt

Este artigo se estrutura a partir das contribuicdes de Raymond Duval
para 0 ensino de algebra relativa as trés atividades cognitivas associadas a
representacdo: formacéo, tratamento e conversdo, dando énfase ao discurso
utilizado pelos professores, buscando ligacdes com os quatro tipos de
operacdes de substituicdo semiotica, propostas por Duval et al. (2014). Os
sujeitos da pesquisa foram cinco professores de Matematica do 8° ano do
Ensino Fundamental, que atuam nos colégios estaduais do municipio de Santa
Terezinha de Itaipu/PR, a fim de identificar e compreender as formas de
abordagens do ensino de Algebra utilizadas por eles para a formalizacao desse
ensino. Buscando responder: que atividades os professores propdem para o
ensino da Algebra? Que tipo de processo de composigio dos conhecimentos
a adquirir pode ser visualizado nas atividades propostas?

O modo como o professor concebe o objeto matematico sem divida
influencia e impacta na maneira como ele realiza o ensino. A lingua natural
permite produzir uma variedade de tipos de discursos, que podem ser

produzidos oralmente ou em forma de escrita. Esses discursos se decompdem
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em unidades de sentido e podem ser também decompostas em outras unidades
de sentido, contudo, em um nivel de organizacéo inferior (Duval, 2011).

De acordo com Duval (2004, pp. 88-89) as funcdes discursivas sdo as
fungdes cognitivas que um sistema semidtico deve cumprir para ser
considerada uma lingua, devendo ser capaz de: designar os objetos; dizer algo
sobre os objetos designados sob a forma de uma proposicdo; vincular uma
proposicdo enunciada a outra de forma coerente; e marcar o valor, 0 modo ou
estatuto de uma expressdo. Duval (2011, p. 76) reconhece que a lingua natural
“nao é um codigo, mas um registro de representagao semiotica. ”’, pois cumpre
ao mesmo tempo, funcdo de comunicacao e de todas as fungcbes cognitivas,
uma vez que, preenche um desses dois atos: de dizer ou escrever qualquer
coisa e compreender 0 que 0 outro quer dizer ou gue esta escrito.

Compreender como se desenvolve o conhecimento algébrico na
atividade humana, como ocorre a apropriacdo desse conhecimento e de que
forma o conceito algébrico pode ser tratado como objeto de ensino sem perder
sua especificidade, tem sido preocupacdo de muitos pesquisadores e

instituicdes de ensino, como sera mostrado na préxima secao.

A ALGEBRA E OS REGISTROS DE REPRESENTACAO
SEMIOTICA: A CONTRIBUICAO DE RAYMOND DUVAL

O trabalho de Duval et al. (2014) “Ver e ensinar a matematica de outra
forma: introduzir a &lgebra no ensino: Qual é o objetivo e como fazer isso? ”
teve como proposta analisar os caminhos e impasses do ensino de Algebra,
atendendo ao quadro de uma decomposicao Matemaética ou considerando uma
decomposicgéo cognitiva, sem querer submeté-la a uma ordem Matematica de

progressao para as aquisicoes.
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A questdo da compreenséo, do ponto de vista cognitivo, ndo se refere
em termos de justificativas ou explicacbes matematicas, mas de
reconhecimento, ja que trabalhamos apenas com as representacdes semioticas
ou sobre as representacdes semiGticas. Principalmente em Algebra o que é
preciso reconhecer, ou seja, ndo confundir, “sd0 as operacgdes de substituicao
semioética variadas e heterogéneas: uma letra por um numero desconhecido,
[...] varios nimeros por uma letra, os simbolos designando as grandezas
positivas e negativas [...] etc.” (Duval et al., 2014, p. 51 grifos dos autores).

Conforme esses autores, comecar a Algebra pela introducio de letras
no quadro de resolucdo de problemas numéricos, implica na reducdo da

variedade cognitiva dessas operacdes a uma utilizacdo triplamente univoca:

Unicidade do status de incégnita, unicidade de seu emprego
(re)designando um objeto porque ela torna incompreensivel a
designacdo funcional de outro objeto com a mesma letra, unicidade do
jogo de substituicBes internas na resolucdo da equacao, porque ele
focaliza a atencéo no que a letra representa e ndo nas suas ocorréncias
e nas posicdes delas. (Duval et al., 2014, p. 51).

De acordo com Duval et al. (2014, p. 54 grifo dos autores) “A Algebra
permite a generalizacdo da operacdo semidtica de substituicdo, ndo de um
sinal em um objeto, mas a de um sinal em outro sinal e mais globalmente de
uma expressao em outra expressao. ”, permitindo uma extensao sem limites
da operacdo semidtica de substituicdo. Segundo estes autores, a Algebra
requer quatro tipos de substituicdo semiotica:

1. Substituir, respectivamente, uma letra e um sintagma operatorio

compreendendo essa letra por duas listas abertas de nimeros, quando
essas duas listas estdo ligadas por uma relacdo funcional.
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2. Substituir uma letra e/ou sintagma operatdério compreendendo essa
letra na designacdo lexical ou numérica-lexical dos dados de um
problema.

3. Substituir um valor numérico ou um numero por uma letra no
contexto de uma férmula ou de uma equacao.

4. Substituir uma expressao literal por outra expressao literal que € mais
desenvolvida ou mais reduzida.

Mesmo do ponto de vista matemético, ndo podemos confundir os
diferentes tipos de substituicdo, pois segundo Duval et al. (2014, p. 58-59)
“isso equivaleria a ndo mais distinguir o status da letra como variavel, como
incdgnita ou como codificacdo de um fator.”. Conforme os autores, propor
problemas aritméticos com o propoésito de conduzir os alunos a utilizar as
letras para resolvé-lo é tornar a Algebra totalmente incompreensivel para eles
desde o comego. Causando assim, “um achatamento unidimensional da
grande diversidade de operacdes de substituicdo semidtica que a algebra
coloca em funcionamento. ” (Ibidem, p. 60).

Duval et al. (2014, p. 69) afirmam que “partir de uma igualdade
numérica para elaborar problemas aditivos com uma operacdo é o caminho
mais direto e mais natural para entrar na algebra.” Um exemplo simples sdo
0s problemas aditivos com uma operagdo. A descricdo completa de uma

situacdo requer trés dados, suprimindo um dos trés, obtemos um problema.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DE COLETA E ANALISE
DOS DADOS

Esta pesquisa se caracteriza como qualitativa devido a sua natureza
(Ludke; André, 1986; Gibbs, 2009). A partir disso, as aulas dos professores

participantes da pesquisa foram observadas em ambiente natural sem
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intervencgdes das pesquisadoras. Os locais de pesquisa foram colégios da rede
estadual de ensino situados no municipio de Santa Terezinha de Itaipu, na
regido oeste do estado do Parana. Ha quatro colégios estaduais no municipio,
sendo dois na regido central e outros dois distribuidos nos bairros de maior
concentracdo populacional. Esses colégios foram nominados como C1, C2,
C3eC4.

Os sujeitos da pesquisa foram selecionados seguindo os seguintes
critérios: (a) estarem lecionando nos 8° anos; (b) tempo de trabalho lecionado
com esse ano (série) superior a dez anos para atender aos objetivos da
pesquisa; (c) estarem lotados nos colégios estaduais do municipio de Santa
Terezinha de Itaipu. A escolha pelo 8° ano justifica-se pelo fato de o ensino
de Algebra iniciar formalmente neste ano escolar. Dessa maneira, fizeram
parte deste estudo cinco professores que se enquadraram nos critérios
supramencionados. Atribui-se as nomenclaturas P1 e P2 para 0s sujeitos no
colégio C1; P3 ao que lecionava no C2; P4 ao que lecionava no C3 e P5 ao
sujeito que lecionava no colégio C4.

A fim de coletar dados para este estudo, foram realizadas entrevistas
semiestruturadas, as quais foram registradas em gravacGes de audio
individuais. Ademais, as aulas observadas foram gravadas em videos. Essas
gravacdes foram transcritas para analises.

Cada professor teve quatro aulas observadas, com excecao do P3 que
teve seis, totalizando 22h/aula. Como o objetivo era observar o inicio do
contetido de Algebra, as aulas em estudo abordaram os contetidos a seguir:
expressdes algébricas, polindbmios e suas operagdes e produtos notaveis. O
periodo de observacdo foi de 07 de abril a 22 de maio de 2017, sempre em

aulas geminadas.
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Para a organizacdo das andlises, sob o viés de Duval (2003, 2009,
2011) e Duval et. al. (2014), destacou-se 0 modo como 0s conteudos
algébricos foram abordados pelos sujeitos da pesquisa, selecionado as
atividades cognitivas ligadas a representacdo, a saber, formacéo, tratamento
e conversdo dos registros, e utilizou o termo representagGes intermediarias®
para as representacfes ndo formais utilizadas pelos professores.

As aulas observadas tiveram como foco a formalizacdo do ensino de
Algebra, desse modo, os contetidos matematicos observados foram
expressdes algébricas, divisdo e potenciacdo de mondémios, as operagdes de
adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisao de polinémios e produtos notaveis.
O Quadro 1 apresenta os conteidos que foram trabalhados pelos professores

durante as aulas observadas.

Quadro 1: Conteudos trabalhados pelos professores durante as observacdes

Professor Conteudos
P1 Soma e subtracdo de polinémios e multiplicacdo de

polindmios; Expressdo numérica com a soma e a diferenga
dos quadrados, de dois termos.

P2 Divisédo de monémio por monémio; Potenciagdo de
mondmios.
P3 Divisdo de polindmios; Divisdo de polindbmios; O quadrado
da diferenca de dois termos.
P4 Expressdes algébricas; Atividade com o Tangran; Fatoracdo

da diferenca de dois quadrados.

P5 Expressoes algébricas; O piquenique algébrico.
Fonte: Langwinski (2018, p. 86).

! “Duval chama a atencdo para a complementaridade de registros necessarios a passagem de
um registro a outro que Damm (1999, p.149) denomina de representacdo intermediaria.”
(Bassoi, 2006, p. 55).
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Ao longo do texto, destacaremos as trés atividades cognitivas ligadas
a representacdo: formacao, tratamento e conversdo, enfatizando o discurso
utilizado pelos professores e os quatro tipos de operacdes de substituicdo
semiotica, propostas por Duval et al. (2014). Segundo Duval (2009) a
formacgdo implica em fazer a “designagdo nominal de objetos, a reproducao
de seu contorno percebido, a codificacdo de relagcbes ou de certas
propriedades de um movimento.” (Duval, 2009, p. 55). Seguindo as regras
proprias ao sistema empregado, ou seja, aquelas que definem o sistema de
representacéo.

No decorrer das aulas, os professores fazem a formalizacdo de termos
e conceitos utilizando o registro em lingua natural, como a formalizacédo do
que é perimetro, expressdo, equacdo e até mesmo de um processo de
tratamento. P4 e P5 formalizaram a palavra expressdo. P4 utilizou um
exemplo numérico e P5 fez referéncia as operagdes matematicas. O registro
em lingua natural foi utilizado por P4 e P5 para identificarem os elementos

que constituem uma expressao.

P4: [...] vamos la, pensa em um ndmero, todo mundo pensou? (As: aham)
T4, dobra. [...] isso, multiplicar por dois. E a express&o vezes dois. O nimero
que vocé pensou vezes dois. Ta beleza? Mais dez. O resultado dessa
expressdo mais dez. Certo? Dividi por dois. (A: eita) Agora este valor menos
o numero que vocé€ pensou. Aquele “xis” que vocé estava pensando, que
voceé ja sabe. (Al: pronto!) A6: dobra é fazer ele [0 nimero pensado] vezes
dois? P4: dai ia dar dez. E se eu tivesse mandado vocés somar oito? (As:
guatro) E se eu tivesse mandado vocés somar onze? (As: tumulto) Ai vocés
se enroscaram, por isso que a gente escreve a expressao.

P5: Expressdo é quando a gente tem que fazer multiplicagdo, poténcia, raiz
guadrada tudo junto.

P4 e P5 estdo fazendo a formacdo da sentenca algébrica no registro

falado. Que pode ser feito também no registro escrito. A medida que é exposto
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os dois registros para o aluno, se torna mais facil a compreensao ao existir
congruéncia entre os dois registros. No entanto, os professores utilizaram
apenas do registro lingua natural.

Todos os professores apresentaram aos alunos a existéncia do
coeficiente ‘um’ nas expressoes, possivelmente para que o aluno ndo atribua

ao termo inexistente o valor zero.

P1: agora o b, esse primeiro nUmero aqui [apontou para o primeiro termo da
expressao], ele ndo tem nenhum namero aqui, ele t& valendo quanto? (As:
um) um.

P2: [...] sempre do lado da letra, do lado esquerdo, quando ndo aparece é um.
P3: [...] nesse exemplo b, quer dizer, nessa resolucéo de exercicio, vai ser
dividido por? [a professora fez esta pergunta, pois o coeficiente era um] (As:
xis/ um) por um.

P4: [...] Vamos ver aqui, ao invés de eu colocar so letras, mas colocar letras
e nimeros. [escreveu a expressdo (x + 2)?] pode ter coeficiente aqui?
[apontava para 0 X] aqui que coeficiente é? (A: um).

P5: [...] e quem que é aqui? [apontou para 0 menos xis] (As: menos um)
Vinte nove mais um? Trinta xis.

Apenas P2 fez uma afirmagé&o referente ao coeficiente um. P1, P3, P4
e P5 questionaram os alunos, contudo somente P4 o chama de coeficiente, P1
chama de nimero e P3 e P5 querem saber quem é. Chamar de nimero o
coeficiente é destacar apenas o visual, 0 icbnico. Ndo € o nimero, ele tem
uma funcgdo operatdria de coeficiente, estd mostrando quantas vezes aquele
termo (letra) se repete. Se for ‘5x’, o ‘xis’ se repete cinco vezes, X + X + x +
X + X, OU seja, tem-se cinco vezes o que o ‘xis’ representa. Visualizar o
nimero alocado a uma ou mais letras, é ndo conceber o valor operatério ao
qual Duval (2003) diz ser importante, a relacdo operatoria do numero com a

letra.
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No entanto, referente a0 modo como os alunos foram introduzidos as
letras e as operacGes com letras em expressdes literais, os professores
reforcavam os procedimentos de resolucdo, com exercicios de fixacdo com
0s registros algébricos, apesar de o livro didatico sempre trazer algum
exercicio com a representacdo geométrica. P3 e P5 trabalharam com
exercicios gque solicitavam que fossem encontrados o perimetro e a area das
figuras planas, mas o destaque foi dado apenas a manipulacdo dos simbolos
e ndo houve a designacdo das relacdes operatorias, que se enquadraria no
terceiro tipo de substituicdo semidtica, formulas para usar na realidade.

Os exercicios abordavam a simplificacdo de expressdes do tipo (2x —
1)? — (x— 3)? e 0 desenvolvimento algébrico dos produtos notaveis. Para tanto,
os professores utilizavam o ‘chuveirinho’ como representagdo intermedidria
para operacionalizar a propriedade distributiva da multiplicacdo, como

apresenta a Figura 1.

Figura 1: "Chuveirinho" propriedade distributiva da multiplicacéo

Fonte: Langwisnki (2018, p. 91)
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Ou ainda, com atividades usando tratamento, que n&o trabalhavam a
posicao operatdria da letra, como por exemplo, a apresentada a seguir, que
exigia a substituicdo e reducdo dos termos.

Atividade 5. Sendo A=a+b-c,B=a-b-ceC=a-b+c,

determine (Silveira, 2015, p. 62):

a)A-B
byC-A
c)A-B
d(A+B)-C
e)C—-(A+B)
fiB+(A-C)

Atividades como esta, frequentemente encontradas nos livros
didaticos e selecionadas pelos professores P1 e P3, enquadram-se no quarto
tipo de substituicdo semidtica, que se refere em substituir uma expressao
literal por outra expressao literal que € mais desenvolvida ou mais reduzida e
reagrupé-las segundo as propriedades operatorias. Aqui a letra ndo assume
papel nem de incognita, nem de variavel e nem de parametro, ela assume o
status de codifica¢do, mas que por vezes € transmitida ao aluno como letras
que podem ser substituidas por letras, sem a designacdo e redesignacao
necessaria para a compreensio, fazendo da Algebra incompreensivel desde o
COMeCoO.

Para Duval (2003, 2009) os tratamentos sdo transformacGes que
acontecem em um mesmo registro. Devido aos contetidos observados, 0s
registros algébricos foram os que mais se destacaram. Contudo, foram

observados o esfor¢co dos professores em utilizar registros numéricos, na
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tentativa de minimizar o distanciamento na designagdo com utilizacdo de
letras. Aqui esta o maior obstaculo didatico ja apontado por pesquisas: a
Algebra como aritmética generalizada. Os professores ndo percebem que
estdo partindo de situacbes matematicamente diferentes expressas por
elementos semelhantes e que ndo tornam claras as diferentes propriedades as
quais essas sentencas matematicas se referem.

Na resolucao da atividade ‘Qual € o mondmio que, multiplicado por
10 ab®, tem como resultado 15 a%b°?’, P2 coloca no lugar do monémio que
deve ser encontrado, um retangulo, como pode ser visualizado na Figura 2.
Essa lacuna a qual ele quer dar um carater operatorio, recorrendo ao
pensamento algéebrico, procurando minimizar as dificuldades dos alunos de

lidarem com o que desconhecem.

Figura 2: Expressdo com guadrado no lugar do termo que falta

| ’ ~ A3 . 2 5
‘b,’ [ . LUO\”: {,L"OL j}’
Fonte: Langwisnki (2018, p. 99).

P2 parte do que os alunos ja sabem, tentando sempre impregnar as

propriedades algébricas a partir das propriedades numéricas.

P2:[...] as letras a gente ja descobriu, eu quero saber aqui o0 quinze. [...] vou
dar aqui um exemplo numérico. [...] Igual eu falei ontem, quanto que é trés
vezes quatro? (As: doze). [o professor deu um exemplo numérico, enquanto
falava escrevia o algoritmo (3 x 4 =12)] se eu apagar esse que € 0 que eu
quero descobrir [apagou o trés e fez um quadrado no lugar x4 =121 o que
gue eu vou fazer com esses dois? [apontou se referindo ao quatro e ao doze]
(A: vai dar 3) vai dividir. [e foi escrevendo o algoritmo]. Entdo o que que a
gente vai escrever aqui com esses dois? [e apontou para a expressdo, se
referindo ao dez e ao quinze]. (As: dividir) Entdo vamos |4, entdo vai ficar
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quinze dividido eu posso por assim? [escreve a fragdo 15/10] (As: pode) Oh,
quinze dividido por dez [aponta 0s nimeros nessa sequéncia]. Daqui para
ca. As letras nés ja fizemos, entdo dois tira um sobra um, cinco tira trés sobra
dois, agora quinze dividido por dez, quinze décimos, simplificando, (Al: da
15) ndo. Por cinco, entdo quinze por cinco? (As: trés) dez por cinco (As:
dois). Entdo trés meios [escreve a resposta].

O desenho do retangulo feito pelo professor na expressdo que precisa
ser encontrada substitui a supressdo de um termo, que agora ndo é mais um
ndmero, mas uma expressdo, aumentando o grau de dificuldade. O fato de o
professor colocar o retangulo para representar a expressdo e ndo outra letra,
se fez possivelmente para ndo confundir ainda mais os alunos. No entanto,
isso ndo garante que o aluno estabeleca a equivaléncia que aquele retangulo
0u espaco vazio representa, exigindo um procedimento de redesignacéo.

Quando o professor d& um exemplo numérico ele sugere
subjacentemente que as propriedades numéricas valem também para 0s
termos algébricos. Contudo, nem sempre isso ¢ verdade na Algebra, pois nem
sempre somamos ou multiplicamos as letras como fazemos com 0s nimeros.
Por exemplo, a divisdo de polinémios por polinébmios, a divisdo ndo € dividir
termo a termo. Esse processo analdgico entre 0s nimeros e monémios, por
exemplo, ndo tem equivaléncia, a operacédo esta significando a mesma coisa,
mas a forma do tratamento nédo é equivalente com a divisdo numérica.

A conversao consiste na transformacéo da representacdo de um objeto
matematico em uma representacdo em outro registro, seguindo as mudancas
referentes a cada registro. Para Duval (2003, p. 15), “a capacidade de
converter implica a coordenacdo de registros mobilizados”. As conversdes
que aconteceram durante as observacOes das aulas se estabeleceram
comumente entre os registros lingua falada e escrita algébrica, lingua falada

e lingua escrita, figural e escrita algébrica e vice-versa.
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P4 foi o professor que mais utilizou registros diferentes. Fez uso do
registro geométrico para a formacéo do quadrado perfeito, traduzido como o
bindmio algébrico (a + b)? e do tangram? para apresentar a conversio da
forma figural para a escrita algébrica da area do tridngulo.

Contudo, P4 ndo faz uso constante de desenhos e esquemas. Ele
prefere o registro lingua natural e o repete inUmeras vezes como uma forma

de provocar a aprendizagem.

CONSIDERACOES E APONTAMENTOS

Esta pesquisa teve por objetivo analisar os tipos de transformacoes
cognitivas: formag&o, tratamento e converséo, buscando ligagdes com os
quatro tipos de operacdes de substituicdo semidtica, propostas por Duval et
al. (2014), presentes na conducio de aulas de Algebra, ministradas pelos
professores do 8° ano de colégios do municipio de Santa Terezinha de
Itaipu/PR.

Norteados pelo problema: que atividades os professores propdem para
o ensino da Algebra? Que tipo de processo de composicdo dos conhecimentos
a adquirir pode ser visualizado nas atividades propostas? Buscou-se observar
a introducdo desse contetdo. Os conteldos trabalhados pelos professores e
observados pela pesquisadora foram: expressdes algébricas, divisdo de
mondmio por mondmio, potenciacdo de mondmios, as operagdes de adicéo,
subtracdo, multiplicacéo e divisdo dos polindmios e produtos notéveis.

Segundo Duval et al. (2014) na Algebra a letra assume um valor

operatorio, em que, o importante é que o aluno entenda e saiba diferenciar o

2 Jogo chinés, que é uma espécie de quebra-cabeca.
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valor operatdrio seja ele como incognita, varidvel ou como nenhum dos dois
— como parametro. Verificou-se que isso nao esta claro para nenhum dos
professores sujeitos da nossa pesquisa € somos levados a pensar se esta
ocorréncia néo seria um problema na sua formag&o inicial.

Sabemos que isso ndo é um processo simples de acontecer, mas a
questdo é: que argumentos esses professores estdo usando para que os alunos
consigam entender isso na sua versdo — na versao equacional, na versao
funcional, na versdo que é sé uma expressao algébrica? Haja vista, que
selecionaram basicamente exercicios de repeticdo e fixacdo para introduzir o
ensino de algebra.

Quanto aos tipos de substitui¢cdo semidtica propostas dor Duval et al.,
(2014), apesar de P4 mostrar a formula da area do tridngulo, o tipo que mais
se destacou foi 0 4. Substituir uma expresséo literal por outra expressao
literal, possivelmente por tratar-se dos contetdos de expressdes algébricas,
mondmios e polindmios que foram observados, ainda que, como ja
mencionado, o livro didatico - LD apresentasse exemplos e exercicios que
proporcionavam o uso do registro geométrico, para ensinar a formula de
grandeza.

Verificou-se o zelo dos professores quanto as formalizacBes de
conceitos e termos utilizados, estando sempre atentos as duvidas dos alunos.
Em véarios momentos, os professores fizeram analogias utilizando as
representacdes intermedidrias, destacando-se as representacdes geométrica e
numérica. Contudo, evidenciamos uma énfase dada por eles ao tratamento
algébrico e a auséncia de registros figurais, tendo em vista que o LD apresenta
atividades com figuras planas como outro registro das expressoes algébricas.

Apesar de sabermos que a Algebra surgiu como outro registro para
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representar 0 mesmo objeto matematico muitas vezes conhecido somente
pelo registro geométrico. Disso conclui-se que os professores veem a
Geometria e a Algebra como duas coisas completamente separadas.

As conversfes em maior parte se deram entre o registro falado e o
registro escrito. Contudo, ndo houve nenhuma converséo de um problema em
linguagem natural para se criar uma expressdo algébrica e nem a de
elaboracdo de problemas, apesar de verificarmos que o LD propunha alguns.

Duval et al. (2014) afirmam que € preciso enxergar a totalidade dos
objetivos ao longo dos anos escolares e das dificuldades frequentes com as
quais os alunos se deparam, conduzindo o professor a uma préatica constante
de interrogacdo sobre como organizar as atividades e a importancia e
adequacdo destas para fazer com que os alunos tenham acesso a Algebra.
Apesar de ndo conhecerem a Teoria dos Registros de Representacao
Semiotica, o professor com sua experiéncia, encontra empiricamente uma
forma de resolver algumas questfes didaticas, de como fazer a mobilizacéo
de diferentes registros e de conduzir os alunos.

No entanto nos questionamos: sera que elas estdo chegando a sala de
aula? Entendemos que as pesquisas tém que atingir a sala de aula,
principalmente as da area de ensino. Uma das coisas que nao podemos deixar
de fazer é ter essas discussbes e fazer essa pesquisa chegar la. Esses
professores precisam ser atendidos, eles precisam ser compreendidos.

Compreendemos o trabalho e o ‘mergulho’ que esse professor faz
todos os dias em ir para as escolas e trabalhar com seus alunos, em que muitas
vezes ele é sozinho nas suas davidas e nos entendimentos que ele tem que
mostrar. Sendo assim, esses resultados contribuem, para a dispersdo das

ideias de Raymond Duval em relacéo ao ensino da algebra.
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Sabemos que o0 que trouxemos neste trabalho € apenas um pequeno
recorte da préatica do professor em sala de aula. Ha muito a ser pesquisado,

analisado, refletido e estudado.
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CAPITULO XV

O PAPEL DAS DESCRICOES E O POTENCIAL SEMIOTICO DOS
SOFTWARES DE GEOMETRIA DINAMICA NA CRIACAO E
RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE GEOMETRIA NO ENSINO
SUPERIOR

José Luiz Rosas Pinho
Meéricles Thadeu Moretti

Este trabalho aborda a criatividade em matematica, mais
especificamente, criatividade na Educacdo Matematica, com um recorte para
a area de Geometria. A criatividade em Educacdo Matematica é um tema que
se desenvolveu com mais intensidade, a partir da segunda metade do século
XX, no que se refere a resolucdo de problemas (Pdlya, 1954, 1957;
Schoenfeld, 1985). Porem, uma nova vertente de investigagdo surgiu um
pouco depois, relativa a criacdo/formulacdo de problemas e conjecturas em
educacdo matematica (Kilpatrick, 1987; Silver, 1994, 1997).

Um grande nimero de artigos sobre a criagdo de problemas (“problem
posing”, na lingua inglesa, em que se encontra a maioria dos trabalhos) no
ensino basico e no ensino superior tem surgido desde entdo. Eis a questdo
central que se impBe: € possivel ensinar nossos estudantes a serem mais
criativos, ndo somente na resolucdo de problemas, mas também na elaboracéo
de novos problemas? E se é possivel, como estimular esses estudantes a serem
mais criativos? Neste trabalho, que é parte de uma tese em desenvolvimento,

aborda-se a criatividade em Geometria no ensino superior.
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A fundamentacdo para essa abordagem € a teoria dos registros de
representacdo semidtica apresentada em um trabalho de Duval (2012b) e
posteriormente em seu livro fundamental (Duval, 2004). Por que o recorte
para a Geometria? Segundo Duval (2012a): “Os problemas em geometria
apresentam grande originalidade em relacdo a muitos outros problemas em
matematica que podem ser propostos aos alunos.” (Duval, 2012a, p. 119).
Mas a importancia da geometria reside no fato de que ela fornece uma forma
de expressao que vai além disso. Segundo Thom (1998): «. . . geometria ¢ um
intermediério natural e possivelmente insubstituivel entre a linguagem natural
e o formalismo matematico. . .0 estagio do pensamento geométrico pode ser
um estagio que é impossivel de se omitir no desenvolvimento da atividade
racional do ser humano [grifo nosso] (Thom, 1998, p. 74, traducdo nossa).

Duval argumenta que na Geometria é necessario trabalhar também com
o registro figural e que os problemas de geometria, cujos enunciados em geral
apresentam figuras, podem gerar confusoes e dificuldades para os alunos quando
a combinacéo entre figura e enunciado ndo é semanticamente congruente (Duval,
2012a). Porém, é o registro figural que facilita, talvez paradoxalmente,
abordagens criativas em Geometria, por exemplo, por meio de construcfes
geométricas.

Neste aspecto, os Softwares de Geometria Dindmica (SGD) ou, mais
geralmente, Ambientes de Geometria Dindmica, desempenham um papel
facilitador para a criacdo e para a verificacdo ou refutacdo dos problemas
criados. Neste caso, é preciso explorar o potencial semidtico (Bussi &
Mariotti, 2008) associado a essas ferramentas. No entanto, tanto na resolugéo
como na criagdo de problemas, o registro verbal e o registro escrito sao

fundamentais para se poder expressar as ideias corretamente. Assim, a funcao
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discursiva referencial, através de sua operacdo de descricdo, tem um papel
importante para que essa expressao ocorra (Duval, 2003).

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: na primeira parte
seré apresentado uma breve revisdo da literatura sobre criatividade, do ponto
de vista de filésofos, de psicologos e de pesquisadores em Educacdo
Matematica; na segunda parte sera discutido o papel das descri¢cbes no
processo de criacdo, segundo o trabalho essencial de Duval (2003), em que é
apresentado um procedimento para formulagédo de problemas a partir de uma
descricdo completa de um problema; em seguida, visando o uso de um SGD,
sera analisado o potencial semidtico dessa ferramenta e serdo sugeridas fontes
para a criacdo de problemas de Geometria; por fim, sera discutido um

exemplo, construido a partir do procedimento sugerido por Duval (2003).

UMA BREVE REVISAO HISTORICA DA LITERATURA:
CRIATIVIDADE SEGUNDO A FILOSOFIA, A PSICOLOGIA E A
EDUCACAO MATEMATICA

Criatividade tem sido objeto de estudo por parte de fildsofos,
psicélogos, cientistas, artistas e educadores. Historicamente, com um sentido
de “imaginacdo”, “expressdao”, “inspiragdo” ou “emocdo”, fildsofos da
antiguidade e da era moderna abordaram esse tema: segundo Platdo, a
inspiracdo é uma espécie de loucura e para Kant criatividade e imaginacéo (a
faculdade de intuir mesmo quando um objeto ndo estd presente) estdo
relacionadas.

Na primeira metade do século XX poucos trabalhos sobre criatividade

foram escritos na area da psicologia. Foi Guilford (1950, p. 445), em sua
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palestra inaugural como presidente da American Psychological Association,
que chamou a atencdo de seus colegas para a negligéncia dos psicologos em
estudar aquele tema. Nos anos que se seguiram, apés a palestra de Guilford,
surgiram muitos trabalhos de psicélogos sobre o assunto (Rhodes, 1961, p.
306). Esses trabalhos estabeleceram diversas definigdes de criatividade,
destacaram seus componentes e desenvolveram teorias e tipos de criatividade.
Em geral, em seus trabalhos, tanto psiclogos como pesquisadores em
educacéo, afirmam que a criatividade pode e deve ser estimulada em todas as
pessoas, em especial nos estudantes do ensino basico e do ensino superior.
Segundo Weisberg (2006, p. 95-96) foi o proprio Guilford na década
de 50 do século passado quem cunhou 0s termos pensamento divergente e
pensamento convergente para explicar o pensamento criativo. O pensamento
divergente é aquele que rompe os lacos com o estabelecido, divergindo do
antigo e produzindo numerosas e novas ideias que irdo alimentar o
pensamento convergente, e este selecionara essas ideias para transforma-las
em algo produtivo. Essas ideias podem ser categorizadas segundo: (i)
fluéncia, que corresponde a um grande nimero de ideias em um mesmo nivel;
(ii) flexibilidade, que indica ideias variadas, em niveis distintos; e (iii)
originalidade, que corresponde a ideias ndo usuais (Runco, 1993, p. xiii).
Segundo Boden (2004, p. 1-2) criatividade é a habilidade de produzir
ideias e artefatos que sdo novos, surpreendentes e Uteis. A condicdo de
originalidade no entanto pode ser contestada. Boden difere entre criatividade
histérica (quando ninguém teve certa ideia antes) e criatividade psicologica
(uma ideia original para um individuo). Uma distin¢do semelhante é dada por
Kaufmann e Beghetto (2009): criatividade “grande C” (nivel de pessoas

eminentes ou génios) e criatividade “pequeno c¢” (criatividade comum). E esta
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ultima (psicoldgica ou pequeno ¢) que justifica o estimulo a criatividade na
educacdo. Em seu artigo, com extensa bibliografia, Papaleontiou-Louca,
Varnava-Marouchou, Mihai, e Konis (2014) afirmam: “Assim, a criatividade
pequeno ¢ parece particularmente apropriada a Educacdo Superior, onde sua
prioridade deve ser encorajar todos os estudantes a alcancar seu pleno
potencial” (Papaleontiou-Louca et al, 2014, p. 133, tradugéo nossa).

Csikszentmihalyi (1996) da um enfoque sociocultural a criatividade
com o seu modelo de sistemas e apresenta trés fatores importantes para que a
criatividade ocorra: um dominio (cultura) que contém regras simbdlicas, um
individuo (que aporta novidade para o dominio simbdlico) e um campo
(sociedade) formado por experts que reconhecem e validam a inovacdo em
um meio de aprendizagem. Sternberg em sua teoria de investimento em
criatividade, afirma que a criatividade, como uma atitude de decisdo, pode
ser desenvolvida no 4ambito educacional: “A visao de criatividade como uma
decisdo sugere que a criatividade pode ser desenvolvida . . . Podemos
ensinar os estudantes a pensar de forma mais criativa” [grifo nosso]
(Sternberg, 2006, pp. 90-93, traducao nossa).

No comeco do século XX o matematico francés Henri Poincaré
escreve, prevendo a atencao que os psicélogos dedicariam a criatividade no
futuro: “A génese da invenc¢do matematica é um problema que deve inspirar
0 mais vivo interesse ao psicologo” (Poincaré, 1908, p. 347, tradugdo nossa).
Nesse trabalho, Poincaré relata com detalhes as etapas de seus processos
mentais relacionados com a descoberta das fungdes Fuchsianas
(automorficas). Em 1944 o matematico francés Jacques Hadamard publica
um livro, tratando da psicologia da criacdo no campo da Matematica. Tanto

Poincaré como Hadamard referiam-se ao processo de criacdo do pesquisador,
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embora Hadamard escrevesse, ja indicando um possivel viés educacional:
“Entre o trabalho do estudante que tenta resolver um problema em geometria
ou algebra e o trabalho de criacdo, pode-se dizer que existe apenas uma
diferenga em grau, uma diferenca de nivel, ambos os trabalhos sendo de
natureza semelhante” (Hadamard, 1944, p. 104, traducdo nossa).

Pdélya foi um dos pioneiros a abordar a questao realmente do ponto de
vista da Educacdo Matematica, tanto no que se refere aos processos criativos
(Polya, 1954), como na resolucéo de problemas (Polya, 1957). Kilpatrick foi
mais incisivo quanto a criacdo/invencdo de problemas por parte dos
estudantes em sala de aula: “No entanto [a formulacdo de problemas] tem
recebido pouca atencdo nos curriculos dos cursos de matematica . . . A
experiéncia de descobrir e criar seus proprios problemas deveria ser parte da
educacdo de todo estudante” [grifo nosso] (Kilpatrick, 1987, pp.123-134,
traducdo nossa).

O mito da criatividade alcangédvel apenas por uns poucos ‘génios’ ¢
pouco a pouco desbancado e, na Gltima década do século XX, Silver escreve:

Uma nova visdo de criatividade tem surgido de pesquisas

contemporaneas — uma Vvisdo que se contrapde em agudo contraste

com a visdo do génio ... além disso, ela é suscetivel a influéncias
instrucionais e experimentais ... Essa nova visdo de criatividade
fornece uma fundamentacéo para construir aplicacGes educacionais.

De fato, essa visdo sugere que uma formacao rica em criatividade

deva ser apropriada para uma larga faixa de estudantes, e néo

meramente para uns poucos individuos excepcionais [grifos nossos]
(Silver, 1997, p. 75-76, tradugéo nossa).

No século atual, uma grande quantidade de trabalhos sobre
criatividade na Educacdo Matematica tem surgido, principalmente em lingua

inglesa. No Brasil destaca-se a tese de Gontijo (2007) e o recente livro de
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Gontijo, Carvalho, Fonseca, & Farias, (2019), que contém uma extensa

bibliografia sobre o assunto.

O PAPEL DAS ATIVIDADES DE DESCRICAO NO PROCESSO DE
CRIACAO

Em matematica, bem como em qualquer ciéncia, o papel da linguagem
sobre 0 pensamento e sobre a aprendizagem em sala de aula é fundamental.
Serdo abordados nesta secdo os processos de descricdo, que sao essenciais
para quaisquer atividades matemaéticas (Duval, 2003).

A finalidade de uma linguagem é produzir um discurso, isto é, uma
expressao referencial a tudo que nos rodeia com fins de comunicacdo entre as
pessoas. O discurso é o resultado do emprego da linguagem para se falar de
objetos fisicos reais e objetos idealizados ou imaginarios (Duval, 2004).

As atividades, ou processos de descricdo sdo fundamentais para a
aquisicdo dos conhecimentos cientificos, contribuindo para a descoberta de
novos dados, base de todo desenvolvimento do conhecimento. A atividade de
resolucdo de problemas propostos aos alunos com fins didaticos, bem como
outras atividades matematicas tais como generalizacdo, producdo de
contraexemplos, definigdes e, por conseguinte, de criacdo de problemas,
desenvolvem-se a partir de um trabalho anterior de descri¢do (Duval, 2003,
p. 28).

Todo processo de descricdo é uma atividade complexa de
representacdo, tanto mental e interior, como semidética e material, que da lugar
a uma grande variedade de atividades para o desenvolvimento do

conhecimento. A atividade de descricdo refere-se tanto a situacOes de
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transmissdo como a situagdes de observacdo e mobiliza dois registros de
representacdo distintos: o verbal ou escrito e o figural.

Segundo Duval (2003, p. 48) a analise dos processos de descricéo,
bem como da variedade das possiveis descri¢des, nos levam a questdo da
producdo das representacbes e da compreensdo das representacoes
produzidas, indicando que a atividade de representacao esta no cerne de todo
processo de descri¢do. Por exemplo, ndo ha conhecimento em ciéncias sem
as descricOes relativas as observacgdes e a coleta de dados (relativas a tais tipos
de fendbmenos). Em seu artigo Duval (2003) procura verificar como esses
processos influenciam a aprendizagem matemética. “E preciso ndo confundir
representacéo e registro de representacdo. A grosso modo, uma representacéo
¢ qualquer coisa que se coloca no lugar de outra coisa.” (Duval, 2003, p. 50,
traducdo nossa). Ha dois tipos de sistemas que produzem uma representacao:
(i) os sistemas fisicos e neuronais, que produzem automaticamente as
representacdes; e (ii) os sistemas semidticos, que contemplam a producéo
intencional das representacdes. Os chamados registros de representacéo
semidtica formam um subconjunto dos sistemas semidticos.

Outra questdo fundamental é a analise das producdes dos alunos. E no
contexto dos processos de descri¢do que se obtém as producdes mais pessoais
e mais diversificadas desses alunos. Do ponto de vista da pesquisa (em
educacdo) trata-se de uma questdo metodoldgica e, do ponto de vista dos
professores, de uma questdo de diagnéstico. Compreender uma descricdo €
visualizar o que esta descrito, e isso significa que ndo é somente reconhecer
0 objeto descrito, mas também poder colocar em correspondéncia as unidades

do desenho e o tracado do objeto descrito. A importancia dos processos de
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descricdo se evidenciam atraves de seu papel heuristico no desenvolvimento
dos conhecimentos cientificos.

Partindo do principio de que a resolucdo de problemas é elemento
central na aprendizagem da matemaética, entdo é preciso compreender as
caracteristicas e a estrutura de um enunciado de um problema. Basicamente
um enunciado de um problema proposto aos alunos (no ensino basico, mas
muitas vezes também no ensino superior) consiste na descricdo parcial de
uma certa situacdo. Tal enunciado é obtido de uma descricdo completa de
uma situagdo (que ndo é, portanto, um problema) por meio da omissao de
alguns dados (diminui¢do ou “enfraquecimento” de hipdteses) até a obtencao
de uma descricdo minima (que permite ainda recuperar a descri¢cdo completa)
ou uma descri¢do intermediaria (Duval, 2003). A anélise didatica prospectiva
centrada na resolucdo de problemas considera somente a passagem do
enunciado dado aos seus diversos tratamentos, sem considerar a passagem de
uma descricdo completa a uma descricdo minima. Segundo Duval essa
passagem é fundamental: “E portanto decisivo que se introduza os alunos
nesse jogo particular que constitui a fabricagdo de problemas matematicos
didaticos (grifos nossos) e, em seguida, sua resolu¢dao” (Duval, 2003, p. 23,
traducdo nossa).

A formulacdo de perguntas, analogamente a fabricacdo de problemas,
¢ também extremamente importante: “. . .a importincia, na aquisi¢do de
conhecimentos cientificos, do fato de se formular perguntas: trata-se, ai
também, de uma condigdo necessdria para o0 desenvolvimento da
compreensdo na aprendizagem” (Duval, 2003, p.29, tradugdo nossa). Em
seguida Duval comenta, indicando a necessidade de se trabalhar no ensino

superior:
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... propGe-se aos alunos que fabriquem eles mesmos enunciados de
problemas . . . Para introduzir os alunos na dinamica, bem particular,
do questionamento gerador de problemas matematicos de natureza
“didatica”, € necessario fazé-los inicialmente trabalhar sobre a
descricdo completa de uma situacdo e em seguida fazé-los listar as
diferentes maneiras de recortar essa descricdo completa para obter
descricBes minimas. E considerariamos que um tal trabalho talvez
seria também necessario de ser feito com os futuros professores
[grifos nossos] (Duval, 2003, pp. 30-31, tradugcdo nossa).

A pergunta “o que ¢ criar um problema de matematica, em particular,
de geometria?”, deve ser precedida pelas perguntas “o que ¢ um problema de
matematica?” e “o que € resolver um problema de matematica?”. Duval
(2003) aborda essas duas ultimas questbes introduzindo a distincdo entre
descricdo completa de uma situacdo e descricdo minima de uma situacao. A
geragdo de problemas de matematica no ensino basico, sugerida por Duval,
d& uma indicagdo do que se pode fazer, através dos processos de descricdo,

no ensino superior.

O POTENCIAL SEMIOTICO DOS SOFTWARES DE GEOMETRIA
DINAMICA

Os Softwares de Geometria Dindmica (SGD) sdo ferramentas que
podem servir de apoio no ensino e nas investigacdes em Geometria, tanto para
a resolucdo como para a criagéo de problemas e conjecturas. Além de ser uma
régua e um compasso no computador, 0 que permite uma maior precisdo no
tracado dos objetos geométricos, um SGD possui uma qualidade essencial
para o estudo de investigacdes, que é o seu dinamismo. O adjetivo dindmica

significa que, além da possibilidade de se construir uma figura (representacao
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figural), sob certas hipdteses e com determinadas propriedades, é possivel
modificar essa figura, por meio de deslocamento de alguns de seus elementos,
e manter aquelas propriedades se elas forem caracteristicas invariantes da
figura. Por exemplo, se sdo dados uma reta e um ponto quaisquer (na reta ou
ndo incidente a ela), e tragarmos por esse ponto a reta perpendicular aquela
reta, e se modificarmos um daqueles dois elementos (movendo-se), entdo a
reta perpendicular inicialmente tracada modificar-se-4 mantendo a
propriedade de passar pelo ponto dado (ou modificado) e ser perpendicular a
reta dada (ou modificada).

Um software por si s6 ndo produz nada. E preciso que haja um usuério
que interaja com ele através de algum processo. Rabardel (1995) utiliza os
termos artefato (material ou simbolico) e esquema de utilizagédo associado.
O artefato se transforma em instrumento a medida que sdo aplicados os
esquemas de utilizacdo através de um processo denominado Geénese
instrumental (Rabardel, 1995, p. 135) que, por sua vez, ¢ “articulada através
de dois processos: a instrumentalizacéo, relativa a emergéncia e evolugdo dos
diferentes componentes do artefato, por exemplo, 0 progressivo
reconhecimento de suas potencialidades e suas limitacbes; e a
instrumentacao, relativa a emergéncia e desenvolvimento dos esquemas de
utilizagdo.” (Bussi & Mariotti, 2008).

A matematica tem como objetos de estudo entes abstratos e somente
através dos signos que representam esses entes € que é possivel acessa-los e
tratd-los, ou seja, através da representacdo semiotica. O ser humano se
relaciona com 0 mundo por meio da mediagéo se signos e artefatos. Bussi e
Mariotti (2008) desenvolveram a Teoria da Mediagdo Semiotica para analisar

os diferentes tipos de signos envolvidos em atividades de ensino-
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aprendizagem com o apoio de artefatos. E no desenvolvimento do processo
de mediacdo semidtica que pode ser descrita a evolucdo de significados que
emergem da interacdo desses signos e € uma tarefa do professor promover e

orientar este processo (Stormowski, Gravina, & Lima, 2013, p. 6).

Ao fazer isso, o professor agira tanto no nivel cognitivo como no nivel
metacognitivo, ambos estimulando a evolugdo dos significados e
guiando os alunos para terem consciéncia de seu status matematico.
Em suma, por um lado, significados pessoais estdo relacionados ao
uso do artefato, em particular em relacdo ao objetivo de realizar a
tarefa; por outro lado, significados matematicos podem estar
relacionados ao artefato e seu uso. Essa dupla relacdo semiotica sera
chamada de potencial semi6tico do artefato (Bussi & Mariotti, 2008,
p. 754, traducao nossa).

Portanto, o que caracteriza o potencial semidtico de um SGD é a
capacidade de relacionar conceitos matematicos identificados no software
com signos e significados que emergem de seu uso (Stormowski, Gravina, &
Lima, 2013, p. 1).

Na préxima secdo sera dado um exemplo em que o potencial
semidtico do software GeoGebra, emergente da relagdo dos autores com o
artefato, sera explorado. Destaca-se aqui, além da consciéncia das limitaces
do software por razbes epistemoldgicas (a impossibilidade de se realizar
medidas exatas e a limitacdo de precisdo, causando erros de arredondamento)
e fisicas (o plano, na tela de um computador ndo é um continuum), 0 emprego
do teste de arrastro (dragging test, em inglés) para verificacdo de
propriedades e medidas em linhas (um grau de liberdade), em regides planas
(dois graus de liberdade), em regides planas através de um procedimento de
varredura em uma familia de linhas e depois em outra linha, 0 emprego do

lugar geometrico e a aproximacéo (zoom) de objetos.
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Na tese que estd em prepara¢do por um dos autores, sdo descritas
atividades com alunos do ensino superior e o potencial semiotico
desenvolvido com o uso do GeoGebra por esses alunos. Também sugere-se
ali algumas fontes de investigagao para a criacdo de problemas: construgdes
geométricas, problemas de otimizacdo (extremos) e reciprocas de resultados.
O exemplo da proxima secdo se origina dessa ultima fonte, utilizando o

processo descrito por Duval (2003) na se¢édo anterior.

EXEMPLO DE FORMULACAO/CRIACAO DE UM PROBLEMA DE
GEOMETRIA

Consideremos o seguinte teorema da Geometria Plana:

As trés medianas de um triangulo qualquer séo concorrentes em um
unico ponto (no interior do tridngulo) e essas medianas dividem o triangulo

em seis outros triangulos de mesma area (Figura 1).

Figura 1 — Os seis triangulos equivalentes obtidos pelas medianas do triangulo
ABC

Fonte: Os autores.
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Ha aqui dois resultados: um que diz que as trés medianas concorrem
em um ponto (que é chamado baricentro do triangulo) e outro que diz que 0s
seis triangulos formados por essas medianas sdo equivalentes (mesma area).
Uma reciproca para a segunda parte desse resultado é:

Sejam trés cevianas quaisquer concorrentes em um ponto no interior
de um triangulo qualquer. Se os seis triangulos contidos naquele triangulo e
obtidos pela subdivisdo das trés cevianas tiverem a mesma area, entdo
aquelas cevianas sdo as medianas do triangulo (e o ponto de interseccao
delas é o baricentro do triangulo).

Esse resultado tem uma demonstracdo simples: como, por hipotese,
na Figura 1os triangulos I e 11 ttm a mesma area e como suas alturas relativas
ao vértice comum P sdo congruentes, entdo AD = BD. Analogamente, obtém-
-se BE = CE e CF = AF. Logo as cevianas AE, BF e CD s&o medianas do
triangulo ABC. Pode-se considerar esse resultado como um problema
completo, na terminologia de Duval (2003).

No entanto, aplicando-se as ideias de Duval (2003), € possivel obter
descricdes menores, até se chegar a uma descricdo minima (em termos de
hipoteses necessarias) do problema. O que seré feito aqui serd uma analise
dos varios problemas possiveis e suas solu¢fes, um tanto complexa para ser
discutida no ensino bésico (embora envolva Geometria Plana “elementar”),
mas passivel de discussdo com alunos de um Curso de Licenciatura em
Matematica, futuros professores do ensino bésico.

Uma pergunta generalizada, a titulo de reciproca do resultado do
exercicio classico enunciado anteriormente seria:

Sejam trés cevianas quaisquer concorrentes em um ponto no interior

de um triangulo qualquer. Se n (1<n<6) dentre os seis triangulos contidos



349

naquele triangulo e obtidos pela subdivisdo das trés cevianas tiverem a
mesma area, entao aquelas cevianas sdo as medianas do triangulo?

O caso n = 5 ¢é bem simples e da uma resposta afirmativa para o
enunciado. Os casos n = 4 e n = 3 sdo0 0s que exigem uma analise mais
detalhada e complexa. Cada caso desses abrange quatro subcasos. Para lista-
los, um procedimento sistematico sera necessario. Considera-se inicialmente
os trés pares de triangulos que compartilham, em cada par, um mesmo vértice
do triangulo ABC: par | e II; par Ill e IV; e par V e VI (figura 1). No caso
n = 4, necessariamente dois dos quatro tridngulos devem estar contidos em
algum daqueles pares e os outros dois podem estar contidos em outro par
(subcaso 4.1), ou um em cada par de trés maneiras distintas (subcasos 4.2, 4.3
e 4.4). No caso n = 3, pode-se ter dois triangulos em um mesmo par e 0
terceiro em outro, de duas maneiras distintas (subcasos 3.1 e 3.2), ou pode-se

ter um triangulo em cada par, de duas maneiras distintas (subcasos 3.3 e 3.4).

Figura 2 — Subcaso 3.4: os trés triangulos sombreados tém a mesma area

A > >
D B

Fonte: Os autores.

E possivel verificar que os subcasos do caso n = 4 tém resposta
afirmativa para a pergunta feita se 0s subcasos do caso n = 3 tiverem resposta

afirmativa. As demonstracGes dos casos em que n = 3, exceto para 0 subcaso
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3.4 se baseiam no tracado de linhas auxiliares, no Teorema de Tales e no
Teorema de Ceva que, em geral, ndo € estudado no ensino basico.

Para o subcaso 3.4 sera explorado o potencial semiético do GeoGebra,
tentando-se reconstruir, a partir de um dos seis tridngulos da subdiviséo, a

figura no subcaso 3.4 (Figura 3).

Figura 3 — Situacdo em que a area do triangulo CPF ndo é igual as areas dos
tridngulos ADP e BEP

/

Areade FPC =16

Areade PBE=4.75

Area de ADP =4.75
Fonte: Os autores.

Considere entdo um triangulo ADP, como da figura deste subcaso.
Traca-se as semirretas AP e AD, e escolhe-se na semirreta AP um ponto E
qualquer de modo que o ponto P esteja entre A e E. Agora, usando a quarta
proporcional obtemos um ponto B na semirreta AD, com D entre A e B, de
modo que as areas dos triangulos ADP e BEP sejam iguais. Se movermos o
ponto E na semirreta AP, o ponto B serd movido na semirreta AD de modo
que a igualdade das areas de ADP e BEP seja mantida. Finalmente, tragcam-
-se as semirretas BE e DP e, em sua intersecgéo, encontra-se um ponto C. Na
intersec¢éo da semirreta BP com o lado AC encontra-se um ponto F (pode

ocorrer alguma situacéo de impossibilidade, mas é possivel ajustar o ponto E
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de modo a se obter os pontos B e F). Verifica-se agora as areas dos trés
triangulos ADP, BEP e CPF.

Agora move-se 0 ponto E na semirreta AP de modo que a area do
triangulo CPF se iguale as areas dos outros dois triangulos (ou fique bem
“proxima”, pois ¢ muito dificil realizar esse movimento). Verifica-se entdo se
0s pontos D, E e F sdo (aproximadamente) os pontos médios dos lados do
triangulo ABC, que é o que ocorre. Conclui-se, por meio desta “prova” que a

pergunta no subcaso 3.4 é respondida também afirmativamente.

Figura 6 - Situacdo em que a area do triangulo CPF é quase igual as areas dos
tridngulos ADP e BEP

/

Area de FPC =474

I
NN

[= I =)}
@D O

o n

Areade PBE=4.75

e =443
f = 4.43
A a D b 7 B
Area de ADP =4.75
a=41
b =41
Fonte: Os autores.
CONCLUSOES

Viu-se neste trabalho que os processos de descri¢édo, segundo Duval
(2003), cumprem um papel importante na criacdo de problemas de
matematica. Em se tratando de criagdo de problemas em Geometria, 0s SGD

sdo ferramentas que podem ser Uteis e, como tal, é preciso explorar o potencial
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semidtico que emerge dessa ferramenta. O exemplo dado aqui apresentou
peculiaridades que o tornam um tanto complexo para ser analisado no ensino
basico, mas bastante plausivel para o ensino superior, em que os futuros
professores de matemética do ensino bésico estdo capacitados, ou em
capacitacdo, para compreender e articular conhecimentos avancados. Como
foi comentado aqui, a criatividade deve ser estimulada e desenvolvida em
todos os estudantes e deve fazer parte do curriculo de todos aqueles que
estudam matematica.

As palavras do matematico Lockhart enfatizam qual deveria ser o
espirito do ensino de matematica: . . . estudantes ¢ seus professores devem,
a todo o instante, estar engajados no processo de ter ideias, ndo ter ideias,
descobrir padrdes, fazer conjecturas, construir exemplos e contraexemplos,
vislumbrar argumentos e criticar seus trabalhos entre si” (2002, p. 16,

traducdo nossa).
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CAPITULO XVI

O PENSAMENTO COMPUTACIONAL NA PERSPECTIVA DA
TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTAGCAO SEMIOTICA
NO ENSINO DE GEOMETRIA

Jessica Rohden Schlickmann
Méricles Thadeu Moretti

As ferramentas tecnoldgicas existentes possuem objetivos diversos,
deste modo, refletir e procurar maneiras e meios diferenciados de conduzir o
ensino e aprendizagem € imprescindivel.

No que tange a atividade matemética, de acordo com Duval,
referencial tedrico deste trabalho, apreensdo dos objetos matemaéticos ocorre
somente por meio das representaces semioticas e, mais do que isso, das
conversdes coordenadas entre representacdes. Por isso, especificamente no
campo da geometria, Sodre de Souza, Moretti e Almouloud (2019, p. 323)
descrevem que os “baixos desempenhos na resolucdo de problemas, no
campo geométrico, nos levam a buscar elementos, semiodticos e cognitivos”
gue possam proporcionar avangos na didatica da matematica. A utilizacao da
tecnologia na perspectiva da exploracdo de novas formas de se tratar e
representar as informacges existentes é defendida por Coan, Viseu e Moretti
(2013), na busca de situagbes que promovam a aprendizagem, enquanto a
ideia de propor atividade desplugada € sustentada por Brackmann (2017).

Na busca pela utilizagdo de ferramentas digitais que propiciem oS
diferentes olhares e apreensdes em geometria, chega-se na proposta de
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utilizacdo da ferramenta Scratch. O presente artigo tem como objetivo
apresentar a ferramenta e demonstrar como desenvolver atividades que
trabalhem com a construcao de registros figurais através das apreensdes dos
olhares que indiquem angulos e lados através de comandos computacionais.
Ao propor a resolucdo de problema através de meios computacionais,
possibilitaremos uma nova experimentacdo ao aluno. Pois € através da
tecnologia computacional que ele ira desenvolver testes e simulacfes e terd
os resultados de forma mais dindmica. Com o resultado podera fazer anélise
da viabilidade, ou ainda, podera buscar alternativas para otimizar seu
resultado ou para corrigir possiveis erros. Caso a atividade seja geometrica,
foco deste trabalho, o aluno consegue perceber se seus comandos geraram a
figura geométrica esperada além de perceber os conceitos que estas carregam

percorrendo os olhares icbnicos e ndo iconicos.

REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS E A
PERCEPCAO DA GEOMETRIA

As figuras geométricas possuem uma quantidade de conceitos que por
vezes ndo estdo explicitos nas suas representacdes. E € destacado por Sodre
de Souza, Moretti e Almouloud (2019, p. 2) que os “problemas abordados na
Geometria, em grande parte, dispdem de figuras geométricas que nem sempre
sdo vistas como deveriam, ou ainda, ndo sdo bem elaboradas, assim tornam-
se impedimento imediato para o estudante avangar”. Alguns problemas
necessitam que se tenha um olhar que transite em diferentes dimensdes da
mesma figura para que se consiga encontrar uma estratégia adequada para sua

resolucéo. Teixeira (2008) argumenta que “o olhar toma um papel importante
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para construir ndo somente uma geometria das formas, mas a caracterizagao
do pensamento geométrico”.

Sodre de Souza, Moretti e Almouloud (2019, p. 2) identificam que “as
observacoes realizadas sobre o baixo desempenho na resolucao de problemas,
no campo geomeétrico, nos levam a buscar elementos, semioticos e cognitivos,
gue possam apontar direcionamentos que estabelecam um salto para o avanco
da didatica da matematica.”

Moretti (2013) preocupa-se com a passagem do olhar que reconhece
e diferencia formas para o olhar que identifica estas formas. O mesmo autor
desenvolve a Semiosfera do Olhar para a aprendizagem de geometria nos
aspectos que se referem a visualizacdo para séries iniciais do ensino
fundamental. A Semiosfera ¢ descrita por Lotman (1990) como “o espago de
encontro ¢ de convivéncia de diversos sistemas semidticos” que possibilita a
integracdo de duas ou mais teorias semidticas visto sua constante interacao
com as linguagens.

De acordo com a teoria da aprendizagem matematica, proposta por
Duval (2003), um objeto matematico pode ser dado e acessado somente
através de representacdes semioticas. No caso da aprendizagem da geometria
Duval sugere para a aprendizagem em geometria a apreensdo perceptiva,
operatoria, discursiva e sequencial devem ser desenvolvidas na resolucdo de
problemas. Estas apreensfes ndo sao hierarquicas, mas pode haver
subordinagdo entre elas na resolucao de problemas “em geral, nas atividades
propostas para o ensino fundamental, é a apreensdo perceptiva que subordina
as demais”, conforme Moretti (2013, p. 3).

Sobre as apreensdes perceptiva e discursiva, Duval (2012B, pp. 120-
121) defende que
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N&o importa qual a figura desenhada no contexto de uma atividade
matematica, ela é objeto de duas atitudes geralmente contrérias: uma
imediata e automatica, a apreensdao perceptiva de formas e outra
controlada que torna possivel a aprendizagem, a interpretacdo
discursiva de elementos figurais. Estas duas atitudes encontram-se
geralmente em conflito porque a figura mostra objetos que se
destacam independentemente do enunciado e que 0s objetos
nomeados no enunciado das hipoOteses ndo sdo necessariamente
aqueles que aparecem espontaneamente. O problema das figuras
geomeétricas esta inteiramente ligado a diferenca entre a apreensdo
perceptiva e uma interpretacdo necessariamente comandada pelas
hipoteses.

Jé& a apreensdo operatoria concerne as modificagdes e reorganizacdes

perceptivas que estas mudancas possibilitam. Moretti (2013, p. 292), a fim de

demonstrar a coordenacdo entre discurso e figura geométrica utiliza o

exemplo tratado em Balacheff (1992) e utilizado também por Duval (1995)

que indaga: quantos retangulos possui a figura abaixo:

Figura 1: Retangulo de Balacheff

Fonte: Balacheff (1992).
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E comum ouvir os alunos responderem que sdo apenas 6 retangulos
presentes na figura pois algumas pessoas tém dificuldade, de perceber o
retdngulo hachurado na figura 2. A figura 2 € elaborada por Moretti a partir
da figura 1 de Balacheff (1992).

Figura 2: Retangulo hachurado de Moretti

Fonte: Moretti (2013, p.292).

A frase “quantos retdngulos possui a figura abaixo?” e a imagem
apresentada demonstram dois registros de representacdo. Essa dificuldade de
passagem de um registro de representacdo semidtica (partida) a outro registro
(chegada) esta relacionada & congruéncia ou a ndo congruéncia semantica
entre os registros. No caso de ndo possuirem congruéncia semantica, a
compreensdo do objeto exige um custo cognitivo significativo conforme
Duval (2012a, p. 100) como “duas expressdes podem ser sindnimas ou
referencialmente equivalentes (elas podem “dizer a mesma coisa”, elas
podem ser verdadeiras ou falsas conjuntamente) e ndo serem semanticamente
congruentes: neste caso hd um custo cognitivo importante para a

compreensao”.
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Devido a complexidade, os problemas da geometria podem ter até
quéadrupla apreensao na resolucéo, ou ainda podem exigir a articulacdo entre
duas apreensdes, 0 que aumenta o grau de ndo congruéncia semantica. As
articulacdes definidas por Duval (1997) podem ser divididas em quadro
grupos explicitados em Moretti (2013, p. 293, grifos do autor):

(1) o que chamamos de figura geométrica é o resultado da conexao
entre as apreensdes perceptiva e discursiva: € preciso ver a figura
geomeétrica a partir das hip6teses e ndo das formas que se destacam ou
das propriedades evidentes. A apreensdo discursiva € subordinada
pela apreensdo perceptiva; (2) o que chamamos de visualizagéo é o
resultado da conexdo entre as apreensdes perceptiva e operatoria. A
visualizacdo ndo exige nenhum conhecimento matematico, mas ela
pode comandar a apreensdo operatoria; (3) A heuristica e
demonstracdo € o resultado da conexdo entre as apreensdes
operatoria (que é subordinada pela apreenséo perceptiva) e discursiva;
(4) a construcdo geométrica é o resultado da conexdo entre as
apreensdes discursiva e sequencial que também requerem a apreensédo
perceptiva.

Moretti (2013, p. 293) evidencia o destaque da apreensdo perceptiva
ao declarar que ‘“as apreensdes operatoria, discursiva e sequencial se
subordinam, em maior ou menor grau, dependendo do tipo de problema, a
apreensdo perceptiva”, e devido a estes aspectos, o autor cita a “importancia
da associacdo entre as apreensdes de Duval ao desenvolvimento das
capacidades espaciais”.

Dentre essas apreensdes, foram caracterizadas quatro formas de olhar
as figuras geométricas, segundo Duval (2005, p. 5), e estes olhares séo

representados na figura 3:
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Figura 3: As quatro maneiras de olhar uma figura geométrica

/ /

Fonte: Moretti (2013, p. 293).

a) Botanista: o olhar que percebe semelhangas entre formas distintas e

de observar diferencas em formas semelhantes.

b) Agrimensor: Ao observar um terreno e conseguir transpor no papel

seu formato e medidas, ou seja, se esta transpassando uma escala a outra.

C) Construtor: ird perceber na utilizacdo de ferramentas e instrumentos
como régua nao graduada, um compasso, ou até mesmo a utilizacdo de um

programa que substitua ferramentas.

d) Inventor: ao acrescer informacdes e modificar a figura para a sua

compreensdo e resolucéo.

Estes quatro “olhares caminham de um lado a outro lado conforme as
apreensdes em geometria sao exigidas”, conforme Moretti (2013, p. 294). A
aprendizagem de geometria propicia ao olhar compreender o caminho
percorrido do botanista ao inventor, sem perder o ponto de vista o construtor
e agrimensor, pois esses olhares sdo exigidos no desenvolvimento de

atividades de geometria em diferentes momentos e situacgoes.
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Os diferentes olhares podem ser exigidos conforme a resolucdo de
uma atividade. E os registros de representacdes digitais podem elucidar
conceitos e detalhes que estavam até entdo subentendidos nos registros

existentes no livro didatico ou no registro feito no quadro escolar.

A TECNOLOGIA COMPUTACIONAL

A necessidade de equipar escolas com a infraestrutura necessaria para
implementacao da utilizacao tecnoldgica como ferramenta de aprendizagem
e da necessidade de capacitagdo de professores “para que o seu fazer
pedagdgico venha ter outra conotacdo na sociedade que exige constantes
adaptagdes e mudangas”. Miranda (2007) defende que inserir a tecnologia em
suas salas de aula necessita previamente a modifica¢do de suas concepcdes e
praticas de ensino.

Apesar da formacdo e o aprimoramento que professores recebem
durante suas graduacdes terem relacéo direta com a utilizagdo adequada das
tecnologias no ambiente escolar, de acordo com Coan, Viseu e Moretti
(2013), estes autores destacam ainda que o computador € utilizado somente
como um retroprojetor por ndo sendo percebido como um instrumento
didatico, evidenciando a pesquisa de Miranda (2007), de Barcelos, Behar &
Passerino (2010). O que possibilita a conclusdo de que ndo ha professores
formados para a utilizacdo dessas ferramentas de modo que se tire 0 melhor
proveito dessas tecnologias.

E descrito por Brackmann (2017, p. 20) que

€ necessario tratar da tecnologia ndo apenas como ferramenta de
aprendizagem, haja visto que, alem de ser fascinante recurso didatico
pedagdgico de elevado impacto, também pode ser utilizada como uma
forma de estruturar problemas e encontrar solucGes para 0s mesmos,
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utilizando fundamentos da Computacao (Pensamento
Computacional).

Ao compreender como funcionam as ferramentas computacionais,
podemos possibilitar situacdes onde este otimize a rotina do trabalho e de
estudos. O autor Brackmann (2017) ainda destaca que a manipulacdo dos
dados néo é exclusiva de computadores pois também ocorre em equipamentos
rotineiros, e indica o exemplo da producdo de leite que passa por diversos
gerenciamentos computacionais até chegar na nossa casa. Defende ainda, que
0 Pensamento Computacional é ou atividade profissional, assim como ler,
escrever e calcular” (Brackmann, 2017, p. 31). O Pensamento Computacional
é uma “habilidade que qualquer pessoa deveria saber, independentemente da
area de conhecimento definido por Kurshan (2016)! , como citado em

Brackmann, 2017, p. 29) como

uma distinta capacidade criativa, critica e estratégica humana de saber
utilizar os fundamentos da Computacdo, nas mais diversas areas do
conhecimento, com a finalidade de identificar e resolver problemas,
de maneira individual ou colaborativa, através de passos claros, de tal
forma que uma pessoa ou uma maquina possam executa-los
eficazmente.

Utilizando os fundamentos da Computacdo pode-se provocar
mudancas na pratica pedagogica, apostando em inovacgdo e aprimorando o
curriculo de cursos de licenciaturas, implementando a ideia de que o
computador € um instrumento didatico que deve ser utilizado com primazia

no ambiente educacional na busca de resolugdo de variados problemas.

! Kurshan, B. (2016) Thawing from a Long Winter in Computer Science Education.



364

Ao propor o Pensamento Computacional como uma habilidade basica,
de acordo com Brackmann (2017), o desenvolvimento e formalizacdo de
simulacdes ira diminuir as limitacdes fisicas.

Ramos e Espadeiro (2014)? sdo citados por Brackmann (2017, p. 47)
por defenderem que o Pensamento Computacional pode ocorrer na escola

desde o ensino fundamental e que a escola deve desenvolver propostas que

permitam proporcionar a todos uma educacdo moderna e atualizada,
incluindo propostas que permitam aos mesmos aprender a usar a
tecnologia de forma inovadora e criativa, aprender a conhecer e a usar
as tecnologias, apreender a programar, aprender a ser e estar
informado, construir novo conhecimento com as tecnologias
disponiveis e avaliar de forma critica o papel das tecnologias na
sociedade, na economia, cultura e estilos de vida.

Ao utilizar as Tecnologias da Informacgdo e Comunicacédo (TICS) nas
escolas estamos possibilitando que o aluno consiga avaliar com criticidade a
melhor maneira de utilizar a tecnologia na sua rotina. Mas apenas dispor de
laboratérios de informética ndo é o suficiente para que este seja utilizado
como recurso, segundo Barcelos, Behar & Passerino (2010), é necessario que
se entenda e perceba como a ferramenta funciona e pode ser Gtil na sua vida
cotidiana.

De acordo com Calil (2011) ndo ha relacdo direta entre aprender e
utilizar recursos computacionais no ambiente escolar, e que o baixo indice de
utilizacdo destes recursos se deve ao fato da necessidade de que o
planejamento e a organizacao destas aulas requerem um detalhamento maior,

necessitando de mais tempo para seu planejamento.

2 Ramos, J. L.& Espadeiro, R. G. (2014) Os desafios da introducdo ao Pensamento
Computacional na escola, no curriculo e na aprendizagem. Revista Educacao, Formacdo &
Tecnologias, 7, 4-25.
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As ferramentas tecnoldgicas necessitam um maior envolvimento dos
professores e alunos no processo de ensino e aprendizagem, e este
envolvimento associado a ferramenta potencializam supera¢des no processo
de aprendizagem.

A dificuldade com o meio digital é discutida por Prensky (2001), e
este denomina como “geragao analogica” as pessoas que enfrentam mais
desafios quando confrontadas com “nativos digitais”, criangas e adolescentes
que possuem mais facilidades com tecnologias devido a terem nascido em
meio a computadores, tablets e smartphones.

Outro aspecto relevante € o fato de que os atuais professores do nosso
pais ainda nasceram na cultura da recepcdo de informacgbes, na cultura
analogica. Desta forma, “muitos professores sentem-se perdidos e ndo sabem
0 que fazer e como agir. Nem sempre é possivel aos professores encontrarem
os devidos meios de conciliar sua vida profissional com o grau de exigéncias
advindas da integracdo de tais recursos”, de acordo com Coan, Viseu e
Moretti, (2013, p.7). E destacado por Barcelos, Behar & Passerino, (2010),
que o tempo demandado ao planejamento e preparacdo de aulas com meios
tecnoldgicos para esses professores € maior.

Desta forma, a reflexdo de como podemos utilizar as ferramentas
digitais se faz necessaria e essencial, mas sugestdes de planejamentos de
atividades propicia ao professor a percepgdo de como executar suas aulas com
cada ferramenta. O trabalho colaborativo é apontado por Coan, Viseu &
Moretti (2003, p. 242) como uma “nova dimensdo porque possibilita o
compartilhar de experiéncias vivenciadas no seu contexto de trabalho”,

corroborando, Miranda (2007) reforca a necessidade de empenho e dedicacéo
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no planejamento e execucgéo destas atividades visto os desafios da mudanca
na pratica.

Os “nativos digitais” estdo presentes no ambiente escolar, o que
aumenta a motivacao dos alunos durante a utilizacdo desta ferramenta. Porém,
a falta de recursos, a auséncia de laboratérios de informatica, computadores
ultrapassados e poucos computadores funcionando corretamente sdo alguns
dos obstaculos encontrados pelos professores que desmotivam a utilizagéo de

novas ferramentas tecnoldgicas.

REGISTROS FIGURAIS NO SCRATCH

A ferramenta Scratch é um site de acesso gratuito que possibilita a
criacdo de historias, animacdes e jogos criativos através da linguagem de
programacao de blocos, e da repeticdo desses blocos e da insercao de midias.
A criagcdo se desenvolve através do processo de refletir e raciocinar
criativamente a fim de criar um projeto para solucionar um problema
especifico ou que solucione problemas. Para ter acesso ao Scratch, basta estar
conectado & Internet e criar uma conta através de um enderego de e-mail.

Apos a criacdo de um projeto, 0 mesmo pode ser disponibilizado para
que outras pessoas, que utilizam a ferramenta, acessem e facam uso do
projeto. A criacdo de um projeto demanda conhecimentos bésicos de
linguagem de programacdo, porém, a ferramenta € bastante didatica,
facilitando a compreensdo e utilizagcdo. Existem diversas linguagens de
programacédo, contudo, o Scratch é relativamente simples e facilita a

compreensdo dos comandos de algoritmos.
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Associar essa ferramenta a construgdo de representagdes figurais
geométricas possibilita que o aluno percorra os diferentes olhares na
resolucdo dos problemas. Bell (2011) apresenta algumas atividades que
desenvolvem o pensamento computacional e que podem ser realizadas com
criangas sem a utilizacdo de computadores ou internet. As atividades sdo
baseadas em conceitos como a compreensdo e utilizacdo de mapas, a
compreensdo de numeros binarios ou ainda de problemas que remetem a
padrdes e ordenamento. Essas atividades sdo chamadas desplugadas por
ocorrerem através da aprendizagem com cartfes, recortes, desenhos, pinturas
ou ainda jogos e esse estilo de atividade pode ser adaptado para situagdes que
o laboratdrio de informatica ndo exista.

As atividades propostas por Brackmann (2017, p. 194) possibilitam
que o aluno compreenda como o cddigo funciona de forma desplugada,
demonstrada na Figura 4. Ao propor uma atividade computacional
desplugada, as atividades a serem propostas necessitam ser projetadas ou
entregue em papel para que os alunos possam compreender e assim resolvé-
la.

De uma forma geral, as atividades consistem em direcionar uma
pergunta, juntamente com a imagem do que se queira como objetivo e
alternativas que contenham comandos. Ao propor atividades com figuras
geométricas, quando o aluno observar os comandos estara agucando seu olhar
agrimensor e visualizando, por exemplo, os angulos internos da figura

geométrica que nem sempre estdo indicados nos exercicios escolares.
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Figura 4: Qual sequéncia o artista deve seguir para desenhar o quadrado?

Qual sequéncia o artista deve seguir para desenhar o quadrado abaixo?

Cada um dos lados mede 100 pixels

Alternativa A Alternativa B

pixels pixels
vire a CIEEED por ELED graus WLl direita v Jou g 90 v f+c
pixels pixels
vire & por ElED graus vire 3 GCITIEED por ELED graus

pixels pixels
vire a CIEIEED por ELKED graus vire a GCITIEED por ELKR graus
pixels avance por v_100 -5 %-H

Fonte: Elaborado pelos autores a partir de Brackmann (2017, p. 194).

Outra forma de construir esta mesma atividade diretamente na
ferramenta Scratch, é levar os alunos ao laboratério de informatica e
desenvolver com eles algumas aulas que possibilitem que o0s mesmos
compreendam como funciona a ferramenta na prética, ou seja, solicitar que
0s mesmos executem os cddigos apresentados e verifiqguem qual apresenta o

resultado obtido. A interface da ferramenta pode ser vista na figura 5.
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Figura 5: Interface da ferramenta Scratch
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A producdo de projetos que visem a construcédo de figuras geométricas
é interessante para que o aluno consiga visualizar a figura atraves de novos
olhares. Com o desenvolvimento dessas atividades os alunos conseguem
corrigir seus codigos até terem os seus objetivos tracados, além do professor
possibilitar que estes percebam “propriedades e significados, fundamentais a
resolucéo da situacdo criada” (Sodre de Souza, Moretti e Almouloud, 2019,
p.325).

“O ver na matematica ligado aos objetos matemadticos e, assim, aos
conceitos da geometria, difere do ver em outras disciplinas e constitui-se
gesto cognitivo ligado a semidtica relacionada nas situacfes didaticas
propostas”, segundo Sodre de Souza, Moretti ¢ Almouloud (2019, p. 324).
Estes autores ainda descrevem que os problemas geométricos contidos em
livros didaticos contemplam figuras geométricas que necessitam da
visualizacdo em diferentes dimensoes.
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Figura 6: Interface da ferramenta indicando 1 para extensao e 2 para eventos
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Fonte: elaborado pelos autores.

E para o desenvolvimento de atividades relacionadas a construcgao de
figuras geométricas através do Scratch é interessante utilizar a extensdo de
Caneta que ha na ferramenta, para que o programa desenhe de acordo com
nossos proximos comandos. A utilizacdo de um personagem relacionado a
caneta ou lapis ndo é essencial, apenas proporciona que a atividade fique
ainda mais realista, mas caso o0 aluno opte por outro perfil de personagem a
atividade ndo estara prejudicada.
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Figura 7: Comandos para criacdo de um quadrado

Qual sequéncia deve-se seguir para desenhar o quadrado de lado 250 abaixo?

Fonte: elaborado pelos autores.

Em Eventos da-se inicio aos comandos desta atividade. A sequéncia
dos comandos, pode ser vista na figura 6 deste artigo. Ao alterar o nimero do
tamanho da caneta, o trago fica mais fino ou grosso, e caso queira uma figura
maior ou menor, € sé alterar o valor de “adicione 250 a X para um outro valor
que figue mais adequado a atividade. Como estamos pensando em um
quadrado, esse passo precisa ser repetido, alterando a tecla a ser clicada e o
valor a ser inserido para 0 seu nimero oposto. As mesmas situacdes devem
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ser repetidas em relacdo a y. Desta forma, independente da sequéncia que o
aluno aperte no teclado, tera como resultado um quadrado.

Mas caso ndo se tenha acesso a um computador, pode-se aplicar a
atividade no formato desplugado, basta alterar qual botdo seré& pressionada,

ou ainda alterar os eixos ou valores numéricos.

Figura 8: Comandos para criagdo de um quadrado

Sequéncia para desenhar um Quadrado

apague tudo

use a caneta

Fonte: elaborada pelos autores.

Outra forma de criar um quadrado no Scratch é através dos blocos de
repeticdo. Deste modo, é necessario informar a medida do lado junto ao
angulo reto conforme esta descrito na figura 8. Os valores do lado podem ser
alterados que ndo irdo afetar a programacdo, apenas serd construido um

quadrado de lados diferentes do aqui exposto.
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O comando “apague tudo” serve para limpar o que esta desenhado no
quadro, para que ndo se sobreponha um desenho acima do outro. A tecla a ser
selecionada para dar inicio ao desenho pode ser alterada também.
Selecionamos teclas distintas para resolver o mesmo problema, a fim de
apresentar ao aluno maneiras diferentes de executar as figuras projetadas.

Caso se queira desenhar um retangulo, os passos serdo diferentes pelo
fato de os comandos terem que seguir a sequéncia que espero ter de resultado.

Uma sugestao de sequéncia de comandos pode ser vista na figura 9.

Figura 9: Comandos para criacdo de um retangulo

Desenhe um retangulo

apague tudo

/ use a caneta

Fonte: elaborada pelos autores.
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O mesmo codigo da Figura 8 pode ser utilizado para desenvolver um
quadrado, basta unificar todas as medidas para um mesmo valor. Os
comandos apresentados neste trabalho sdo apenas sugestfes de como instruir
aos alunos a desenvolverem o cédigo. Conforme o professor e os alunos véao
se familiarizando com a ferramenta, novas formas de realizar as mesmas
atividades sdo percebidas, e as apreensdes e olhares vao se modificando e

completando, possibilitando uma aprendizagem mais significativa.

CONSIDERAQ()ES E APONTAMENTOS

Dentre os obstaculos para o desenvolvimento de aulas que utilizem
materiais tecnoldgicos, Coan, Viseu e Moretti (2013) apontam a falta de
formacgdo significativa para que professores tenham conhecimentos e
habilidades para trabalhar com esses instrumentos, além da auséncia de
laboratério de informaética atualizados ou ainda internet de boa qualidade.

E vélido destacar que para Brackmann (2017) o Pensamento
Computacional é a compreensdo e a capacidade estratégica de utilizar os
fundamentos computacionais com a finalidade de resolver problemas, néo
podendo ser confundido com a aptiddo em manusear aplicativos em
smartphones ou computadores. Da mesma forma, puramente criar 0s
quadrados e retangulos apresentados nesse artigo nao sao suficientes para que
o aluno desenvolva os olhares que vai desde o botanista ao construtor. E
necessario, sobretudo, apontar a insercdo de angulos, de tamanho dos lados
das figuras a serem construidas para que o aluno compreenda hum todo o que
esta fazendo no codigo.

Reiteramos aqui as ideias de Viseu (2009) quando este afirma que ao

utilizar recursos tecnologicos os professores de matematica estdo propiciando



375

uma aprendizagem mais significativa “principalmente no que se refere ao
desenvolvimento da capacidade de resolucdo de problemas, autonomia e
pensamento critico”. E refor¢camos que através da construg¢do de figuras
geométricas através da plataforma Scratch propiciaremos aos alunos a
percepcéo da figura com diferentes olhares e apreensdes.
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CAPITULO XVII

A CONTRII?UI(;AO DA TEORIA DOS REGISTROS DE
REPRESENTACAO SEMIOTICA NAS PESQUISAS CIENTIFICAS
BRASILEIRAS: TENDENCIAS E REFLEXOES

Crislaine Costa
Meéricles Thadeu Moretti

Apoiando-se no principio de que a pesquisa cientifica na pds-
graduacdo é um fator essencial que contribui diretamente na construcao do
conhecimento e da tecnologia, sendo nossas universidades instituicdes que
desenvolvem esse papel fundamental para o progresso da sociedade, o
presente estudo procura levantar os trabalhos académicos realizados sobre a
Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de Raymond Duval dentro
do cenério de pesquisa brasileira. Dessa forma, este trabalho busca mapear as
dissertacOes e teses produzidas até o momento que tenham utilizado esse
aporte teorico.

Dessa forma temos como objetivo de pesquisa compreender o0s
aspectos tedricos abordados pelas pesquisas brasileiras, apresentando um
panorama das investigacbes pontuando as tendéncias e reflexdes sobre
potencialidades da aplicacdo da teoria e identificar os niveis de abrangéncia
e estratégias metodoldgicas que foram empregadas.

A Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica ja foi alvo de
outros levantamentos, ainda que por meio de recortes temporais, que
contribuiram para entendermos o histérico da difusdo da teoria nas pesquisas

brasileiras. O primeiro trabalho realizado foi dos pesquisadores Colombo,


http://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UFSC_981f8bd45372c75dbac5a05c678c4ee4
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Flores e Moretti (2008), que levantou dados das pesquisas referente aos anos
de 1990 a 2005, no qual foram encontradas vinte e sete dissertaces e trés
teses. A pesquisa seguinte, de Brandt e Moretti (2014), buscou mapear
dissertaces, teses e artigos publicados em periddicos, entre os anos de 2006
e 2009, em que registraram vinte e cinco dissertacfes, quatro teses, sete
artigos em peridédicos e vinte comunicagdes cientificas. Ferreira, Santos e
Curi (2013) investigaram as publicacfes disponiveis no banco de dados da
CAPES, referentes aos anos de 2002 a 2012, em que encontraram setenta e
trés dissertacdes e sete teses. E por dltimo, Pontes, Finck e Nunes (2017)
analisaram sessenta e cinco publicacdes no recorte de tempo de 2010 a 2015,
sendo 44 dissertacdes, 7 teses e 14 artigos publicados em periddicos.

Entretanto, o atual levantamento foco deste estudo vem como um
avango nesses mapeamentos, uma vez que néo realizamos nenhum recorte de
tempo e encontramos um ndmero mais expressivo de trabalhos que serdo
analisados. As pesquisas cientificas mencionadas neste trabalho foram
coletadas em sites de instituicdes de ensino superior e na Biblioteca Digital
Brasileira de Teses e DissertacOes. Vale ressaltar que analisamos apenas
dissertagdes e teses que utilizam a teoria, sem nos atentarmos aos artigos
cientificos. O processo de coleta e analise de dados serdo melhor explicados
mais adiante.

Organizamos este trabalho em quatro etapas: na primeira parte
buscamos de maneira concisa apresentar a Teoria dos Registros de
Representacdo Semiodtica Raymond Duval, intitulada de Referencial Tedrico.
Na segunda, discriminamos os procedimentos de coleta de dados, sob o titulo

de Metodologia de Investigacdo. Na terceira parte, apresentamos as analises
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das pesquisas cientificas e 0s resultados obtidos, que chamamos de Discussado

e Analise das Pesquisas. E, por fim nossas consideracdes finais.

A TEORIA DOS REGISTRO DE REPRESENTACAO SEMIOTICA
DE DUVAL

A aprendizagem da matematica sempre foi objeto de investigacdo de
inimeras pesquisas no campo da educacdo matematica, cuja intencdo é
contribuir para uma aprendizagem mais rica e significativa. Diante da
complexibilidade do processo de ensino da matematica, diversos
pesquisadores e professores buscam diferentes métodos ou caminhos para
ensinar e para entender como se da a aprendizagem. Nota-se que é sempre
necessario planejar condicGes favoraveis que estimule o interesse dos alunos,
em relacdo aos conteudos matematicos ensinados de forma tradicional.
Portanto, existe a necessidade de estabelecer reflexdes sobre o ato pedagogico,
visando o desenvolvimento cognitivo e a capacidade do dominio e apreensdo
dos conteldos matematicos por parte dos alunos.

Nesse sentido, entre 0s anos de 1970 a 1999, Raymond Duval (filésofo
e psicélogo francés), desenvolveu sua teoria de aprendizagem matematica. Na
qual estd fundamentada no entendimento do funcionamento cognitivo do
pensamento matematico, promovendo uma reflexdo sobre o processo de
ensino e compreensao da aprendizagem dos estudantes. A teoria aborda o uso
de representacBes semidticas para a apreensdo do conhecimento matematico.

As representagdes semioticas “sdo produgdes constituidas pelo
emprego de signos pertencentes a um sistema de representacdo os quais tem
suas dificuldades proprias de significado e de funcionamento” (Duval, 1993,

p. 39). Entende-se que as representacdes, além de serem essenciais a
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comunicagéo, contribuem para as atividades cognitivas. A compreensdo de
um objeto matematico esta relacionada a capacidade de mobilizar deforma
coordenada mais de um registro de representacao semiotica do mesmo objeto.

Segundo Duval (2003, p. 12) “precisamos considerar que a aquisigdo
na matematica esta relacionada a forma que a mesma se apresenta para nos,
pois, 0S processos cognitivos envolvidos para mobilizar os objetos
matematicos pelo sujeito, ndo sdo 0s mesmos de outra area de conhecimento”.
O autor separa a matematica de outras areas de conhecimento, visto que, todos
objetos matemaéticos apenas sdo acessiveis através de representacGes. Os
objetos matematicos sdo ideais e sendo assim ndo sdo acessiveis pelos

sentidos, s6 pelas representacGes. Para Duval:

[...] ndo se pode ter compreensdo em matematica, se nos nao
distinguimos um objeto de sua representacdo. E essencial jamais
confundir os objetos matematicos, como o0s numeros, as funcdes, as
retas etc., com suas representacdes, quer dizer, as escrituras decimais
ou fracionarias, os simbolos, os gréaficos, os tragados de figura...
porque um mesmo objeto matematico pode ser dado através de
representacdes muito diferentes. (Duval, 2009, p. 14).

Compreender e articular diferentes registros de representagédo
matematica proporciona um melhor entendimento do objeto matematico, de
modo a favorecer a construcao e o desenvolvimento do raciocinio matematico.
Sendo que ao conseguirmos transitar entre as diferentes representagdes,
podemos optar na que acharmos mais conveniente para ser trabalhada
dependendo do tipo de problema que temos. Dessa forma, saber qual registro
utilizar e que caracteristicas ele revela do objeto é interessante, pois permite

um menor gasto cognitivo para resolver a situagao.
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Para um sistema de representacdo ser considerado um registro de
representacdo semidtica, Duval (2009) aponta algumas definicGes a respeito
das trés atividades cognitivas fundamentais que ele deve cumprir: a formacao
(que esté ligado a caracteristicas especificas do objeto, sendo uma maneira de
reconhecé-lo), tratamento (mudanga na representacdo que ocorre sempre no
mesmo sistema semidtico) e conversdo (ocorre quando saimos de um registro
de partida para chegarmos em outro registro representacdo diferente do
inicial). A seguir, explicamos mais detalhadamente esses conceitos da teoria:

Formacdo de Representacdo Identificavel: E a forma de
reconhecer um objeto por meio de elementos especificos e regras que o
compdem. Por exemplo, ao observarmos f(x) = 2x2 - 3, identificamos que se
trata de uma funcdo pela presenca de f(x) e sabemos que se trata de uma
funcdo quadratica pela presenca do x2. A Formacdo de Representacdo
Identificavel é composta por todos as unidades, informac@es, principios e
regras que identificam qual objeto matematico se trata.

Tratamento: Essa atividade acontece pela mudanca do conteddo da
representacdo, por meio de operacOes coerentes que respeitem as regras
internas do sistema semidtico, sem mudar o tipo de registro em que se
encontra. Consideramos o exemplo da expresséo (x + 4)2, que com algumas
operacdes pode ser substituida por x2 + 8x + 16, onde o registro inicial era o
algébrico e depois do tratamento efetuado ainda permanecemos nele. Dessa
forma, o tratamento faz alteracdes dentro do mesmo registro de representacdo
semiotico.

Conversao: Essa atividade ocorre no momento que estamos em uma
representacdo semidtica inicial e atraves de algumas operacdes extrapolamos

esse registro inicial e chegamos em outro. Pensamos por exemplo na
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expressao “um numero ao quadrado menos 1” e “x? - 17, perceba que partindo
do registro linguistico chegamos no algébrico, representando um mesmo
objeto de conhecimento chamado polinbmio. Essa atividade cognitiva é
considerada a mais importante na aprendizagem e, para Duval (2005, p. 50),
ela é a menos imediata e exige um maior custo cognitivo do sujeito.

A compreensdo do objeto matematico esta diretamente ligada a
capacidade de coordenacdo de diferentes representaces em sistemas

semidticos diferentes. Nas palavras de Duval:

A originalidade da atividade mateméatica estd na mobilizagdo
simultanea de ao menos dois registros de representacdo a0 mesmo
tempo, ou na possibilidade de trocar a todo 0 momento de registro de
representacdo.[,,,] Do ponto de vista cognitivo, é a atividade de
conversdo que, ao contrario, aparece como atividade de transformacéo
representacional fundamental, aquela que conduz aos mecanismos
subjacentes a compreensdo. (Duval, 2003, p.14).

Portanto, o entendimento de um conceito matematico s6 é adquirido
quando conseguimos trabalhar com pelo menos dois registros de
representacdo diferentes, realizando as operagGes cognitivas pertinentes
(Duval, 2003, p. 14). Vale lembrar que todo registro de representacdo contém
limitacGes especificas, 0 que torna importante coordenar os sistemas de
representacdo. Porém, muitas vezes, a dificuldade, por parte dos alunos, esta
justamente em identificar as diferentes formas de representar um objeto
matematico, tornando-se assim um obstaculo na aprendizagem.

Levando em consideracéo o estudo desenvolvido por Duval, buscamos
analisar os aspectos abordados pelas pesquisas brasileiras que utilizam como

aporte tedrico os registros de representacdo semiotica.
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METODOLOGIA DE INVESTIGA(}AO
a) Procedimentos de coleta

Esta pesquisa utiliza a metodologia de Estado do Conhecimento, pois
0 objetivo do estudo foi fazer um levantamento da produgdo de trabalhos
cientificos abordados e organizados no que tange a utilizacao dos registros de
representacdo semidtica, analisando os trabalhos entre os anos de 1996 a
2019.

Para Ferreira (2002), pesquisas definidas como Estado do
Conhecimento tem por finalidade analisar producdes cientificas em um certo
periodo a respeito de um determinado tema, com carater bibliografico e

mapeando publicacdes de outros pesquisadores.

[...] discutir uma certa producdo académica [...] tentando responder
que aspectos e dimensdes vém sendo destacados e privilegiados em
diferentes épocas e lugares, de que formas e em que condi¢des tém
sido produzidas certas dissertacdes de mestrado, teses de doutorado,
publicacdes em periddicos e comunicagdes em anais de congressos e
de seminarios. (Ferreira, 2002, p. 257).

Em funcéo disso, essa metodologia vem sendo utilizada para mapear
as pesquisas cientificas de um determinado campo de estudo e contribuir para
uma visdo sistematica desse conhecimento, pontuando aspectos tedricos e
metodoldgicos, e possibilitando encontrar novos caminhos para serem
abordados. Segundo Romanowski e Ens (2006, p. 39) um estudo que “aborda
apenas um setor das publicacbes sobre o tema estudado vem sendo
denominado de estado do conhecimento”, ou seja, estudos que abordam
apenas artigos publicados em periddicos, ou em banco de dados de teses e

dissertacOes, anais de eventos cientificos, entre outros.
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Enquadramos nossa pesquisa como um estado de conhecimento, visto
que apesar da analise levantar um grande numero de trabalhos em
determinado periodo de tempo, ela tem como campo analitico as dissertaces
e teses.

O propésito desta pesquisa foi identificar o que ja foi produzido sobre
a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, buscando entender quais
0s temas mais abordados, quais 0os caminhos metodolégicos mais usados, 0s
objetivos, quais elementos da teoria foram usados, os conteidos matematicos
abordados, nivel de abrangéncia.

Para termos condi¢fes de organizar todo esse estudo descritivo
seguimos o0s passos de Romanowski e Ens (2006, p.43). Desse modo,
comecamos a elaborar nossa pesquisa, com consultas online. Para tal,
decidimos elaborar as seguintes etapas para o procedimento:

a) Definicdo do descritor: Registros de Representacdo Semiética de

Duval.

b) Busca no site da na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e

Dissertagdes?,

¢) Com esta delimitacdo encontramos 211 (duzentos e onze) trabalhos,
entre teses e dissertacdes, produzidas por pesquisadores das
universidades. Como tinhamos conhecimento de alguns trabalhos, que
ndo apareceram neste sitio, decidimos realizar nova busca. Fizemos
nova procura em bancos de dados de algumas instituicdes e em

pesquisas que ja fizeram esse levantamento com algum recorte de

tdisponivel em: http://bdtd.ibict.br/vufind/.
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tempo, encontrando mais 56 trabalhos. Formando assim o corpus da

investigacdo com o total de 267 trabalhos entre dissertacdes e teses.

d) Para a anélise das publicacdes criou-se uma tabela, com as seguintes

categorias: ano, instituicdo de ensino, referéncia, titulo, autores,

conceitos matematicos, nivel de ensino (S.I., S.F., E.M., E.S., F.C)),

aspectos da teoria, pesquisa e metodologia. Como mostra 0 Quadro 1

a sequir.

e) Analise.

Quadro 1 - Categorias da pesquisa

Nivel

, N
Ano Titule | Autor Conce}tt.)s
Inst./Ref. matematico SI| SF | EM

E.S

F.C

Aspectos
da
Teoria

Pesquisa
e
metodologia

Fonte: Os autores.

As indicages utilizadas no Quadro 1 tém os seguintes significados:

Inst. - Instituicdo na qual o trabalho foi desenvolvido.

Ref. - Referéncia numérica adotada para encontrar e referir-se a

determinado trabalho.

S.1. - Séries iniciais do ensino fundamental.

S.F. - Séries finais do ensino fundamental.

E.M. - Ensino médio.
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E.S. - Ensino superior.

F.C. - Formacao continuada.

DISCUSSAO E ANALISE DAS PESQUISAS

As pesquisas envolvendo os registros de representacdo semidtica
podem ser consideradas recentes, visto que somente a partir do ano de 1996
aconteceram as primeiras publicacdes no pais. O levantamento feito neste
estudo analisou 228 dissertacOes e 39 teses, compreendidas entre os anos de
1996 a 2019, na qual hd uma grande concentragdo de trabalhos em um nimero
menos expressivo de universidade.

No entanto, entre as teses e dissertacGes analisadas, olhando para a
categoria “Instituicdo de Ensino”, identificamos que 106 trabalhos foram
producdes das universidades federais, distribuidas em 24 instituicdes. Nas
universidades estaduais, foram 42 trabalhos, registrados em apenas 8
instituicdes, e nas universidades privadas esse nimero foi de 119 publicacdes,

compreendidas em apenas 8 instituicdes, ilustrado na tabela 1 a seguir.

Tabela 1: Produgdes Por Institui¢cdo de Ensino.

Instituicdo de Ensino Numero de Trabalhos (%)
Federal 39,9
Privada 444
Estadual 15,7

Fonte: Os autores.
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Vale também ressaltar que o nimero de universidades federais € um
pouco maior que as instituicbes privadas e muito superior ao numero de
universidades estaduais, justificando assim a disparidade na quantidade de
instituicdes, com programas de pos-graduacdo, voltadas a este tipo de
pesquisa.

Observamos que a teoria dos registros de representacdao semiotica foi
foco de diversas pesquisas na Pontificia Universidade Catélica de S&o Paulo
(PUC/SP), totalizando 100 trabalhos, seguida pelas 24 pesquisas da
Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), porém com um ndmero
muito discreto em algumas universidades do pais. Essa constatacdo em
relacdo ao acumulo de pesquisas em apenas uma instituicdo ja foi apontada

por Brandt e Moretti:

E pudemos notar, igualmente, a grande concentragdo de trabalhos
numa determinada instituicdo, a Pontificia Universidade Catdlica de
Sdo Paulo (PUC-SP), talvez pela presenca de um ou mais
pesquisadores dessa instituicdo que acreditam na importancia dessa
teoria para a aprendizagem da matematica. Essa concentracdo era
acompanhada pela Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC),
mais timidamente, mas agora, quem sabe, com a formacéo do nosso
grupo de estudo GEPAM, que se concentra no estudo e pesquisa da
teoria de representacdes semioticas de Raymond Duval, ela se
desenvolva mais. Isso ainda é necessario, visto que os subsidios
tedricos das representacdes semioticas para o trabalho com a
matematica tém se mostrado como possibilidades para uma melhor
compreensdo da matematica em qualquer grau de ensino. (Brandt, &
Moretti, 2014).

Nos programas de mestrados identificamos que a partir do ano de
2006 houve um grande aumento nas pesquisas referente aos registros de

representacdo, sendo que no ano de 2016 houve o maior nimero de
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dissertacOes registradas. J& nos programas de doutorado, a primeira tese com
abordagem da teoria de Duval se deu no ano de 2001, apresentando o maior
nimero de pesquisas no ano de 2018. A seguir o Quadro 2 mostra as

producdes de dissertacédo e tese ao longo de cada ano:

Quadro 2: Producdo de dissertacdes e teses por ano

Ano Dissertacoes Teses
1996 1 0
1997 1 0
1998 0 0
1999 2 0
2000 3 0
2001 3 1
2002 5 0
2003 6 1
2004 6 0
2005 2 1
2006 7 2
2007 14 1
2008 15 3
2008 17 0
2010 16 1
2011 13 1
2012 12 0
2013 17 5
2014 12 6
2015 12 2
2016 18 1
2017 16 2
2018 13 7
2019 17 5

Fonte: Os autores.

A partir das analises dos trabalhos foi possivel perceber a variedade
dos conteldos matematicos abordados: geometria, calculo, equacdo
algébrica, sistemas lineares e matrizes, integral, porcentagem, entre outros,

definindo assim o delineamento das pesquisas.
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Em relacdo aos niveis de ensino: formacdo inicial, matemética nas
séries iniciais, séries finais, ensino medio, ensino superior e livros didaticos,
estes foram os contextos de estudo que a teoria vem se debrucado. Essa
pluralidade de campos caracteriza as subdivisGes possiveis dentro do tema
principal, que se concentrou na maioria dos trabalhos em compreender e
melhorar processos de ensino e aprendizagem.

Entre as pesquisas mapeadas notamos um grande namero ligando
certo conteudo matematico com o Geogebra (aplicativo de matematica
dinamico), podemos citar como exemplos os trabalhos: “Registros de
representacdo semiotica e o Geogebra : um ensaio para o ensino de funcdes
trigonométricas” Damasco (2010), em que o autor propds uma sequéncia
didatica para o ensino médio com foco no estudo de fungdes trigonométricas,
priorizando as operag0es de conversdao entre diferentes registros de
representacdo, sendo aqui os discursivo, simbdlico e grafico.

Santos (2011) explorou a fun¢éo logaritmica com os alunos do ensino
médio, “O ensino da fun¢do logaritmica por meio de uma sequéncia didatica
ao explorar suas representacdoes com o uso do software GeoGebra”. A autora
apontou os pontos favoraveis da utilizacdo do software, como a visualizacado
e compreensdo do grafico, auxiliando nas dificuldades de conversdo do
registro grafico para os registros algébrico e na lingua natural.

Almeida (2013) em “Representacdes matematicas nos processos de
ensino e de aprendizagem da Fungdo Afim com uso do software GeoGebra”
constatou que uso do GeoGebra contribuiu para a aprendizagem dos alunos,
facilitando a compreensdo das operagdes de tratamento em diferentes
sistemas de representacédo (linguagem natural, algébrica, tabular e gréfica) e

0s procedimento de conversé&o.
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Outro ponto a destacar, sdo as recentes pesquisas visando a
aprendizagem de alunos com algum tipo de deficiéncia, como é o caso da
investigacao de Anjos (2019) “O que se revela quando o olhar nao alcanga?
em busca do acesso semio-cognitivo aos objetos do saber matematico por
uma estudante cega”. Em Anjos (2019), que referindo-se a aprendizagem de
alunos cegos, destaca “o estudo aborda um tema sensivel e urgente na
Educagdo Matematica”, em sua tese a autora procurou investigar como uma
aluna cega congeénita acessa 0s objetos de saber matematicos.

Outros autores também desenvolveram seus trabalhos neste nivel de
abrangéncia, tais como: Frizzarini (2014), (Estudo dos registros de
representacdo semidtica: implicaces no ensino e aprendizagem da algebra
para alunos surdos fluentes em lingua de sinais) desenvolveu sua pesquisa
com alunos surdos do ensino médio, sendo sete de escola especializada no
Parana e trés alunos de Barcelona. Seu objetivo foi investigar a construgédo
dos registros algébricos e suas coordenacGes nos processos de ensino e
aprendizagem, abordando principalmente o conceito de inequacéo.

Mello (2015) trabalhou “A visualizagdo de objetos geométricos por
alunos cegos: um estudo sob a 6tica de Duval”. Nas entrevistas do seu estudo
de caso, cujo objetivo foi compreender como alunos cegos congénitos
reconhecem e trabalnam com representacbes de objetos geomeétricos,
constatou que os alunos atingiram as apreensdes perceptiva, operatéria e
discursiva, para as atividades usou material concreto e representacdo dos
objetos em relevo.

Santos (2018) no trabalho intitulado “Ensino de Geometria:
Construgdo de materiais didaticos manipulaveis com alunos surdos e

ouvintes” buscou aplicar uma sequéncia didatica a alunos de 9° ano (turma


http://bdtd.ibict.br/vufind/Author/Home?author=Frizzarini%2C+Silvia+Teresinha
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com dois alunos surdos), com o intuito de construir materiais manipulaveis
para o ensino de geometria, contando com auxilio do intérprete de libras.

Embora muitas pesquisas tenham se debrucado para a educacao
bésica, notamos uma certa caréncia em estudos mais especificos para as séries
iniciais, pois de fato, a maioria volta-se para séries finais do ensino
fundamental e ensino médio. Inferimos que isto ocorra devido a ser nas series
finais que a matematica passa a ser ensinada por um professor especifico da
area, enquanto nas séries iniciais o pedagogo é quem leciona estas aulas.
Dessa forma, enfatizamos trabalhos que se referem aos anos finais do ensino
fundamental e ao ensino médio por tratarem de trabalhos especificamente da
area de matematica.

As séries iniciais foram contempladas por Nehring (1996), “A
multiplicag@o e seus registros nas séries iniciais”, onde a autora propds uma
sequéncia didatica para a 22 série com o intuito de facilitar a compreensao da
multiplicacdo através da nogdo de registros de representacdo semidtica.

Pirola (2012) também pesquisou as séries iniciais, “Aprendizagem em
geometria nas séries iniciais: uma possibilidade pela integracdo entre as
apreensdes em geometria e as capacidades de percepgdo visual”, destacando
a importancia da visualizacdo para a aprendizagem em geometria nos
primeiros anos escolares, embasando sua pesquisa na teoria de Duval relativa
as apreensdes (perceptiva, operatoria, discursiva e sequencial) no proposito
de resolver problemas geométricos.

Cunha (2003), em sua investigacdo voltada as séries iniciais
“Estatistica nas séries iniciais do ensino fundamental: buscando caminhos”,
fez uma reflexdo sobre o trabalho docente no desenvolvimento das

representacdes graficas estatisticas.


http://bdtd.ibict.br/vufind/Author/Home?author=Pirola%2C+Daiani+Lodete
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Tendo em mente os dados acima, fica clara a aplicabilidade da teoria
dos registros de representacao nas mais diversas areas e niveis, o que nos faz
acreditar nos avangos que ainda teremos nas pesquisas cientificas que

recorrem aos estudos de Duval como principal aporte tedrico.

CONSIDERACOES E APONTAMENTOS

O estudo realizado permitiu um levantamento e analise de pesquisas
académicas sobre a Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica de
Duval, no periodo de 1996 a 2019, onde analisamos as contribui¢des da teoria
para 0 processo de ensino e aprendizagem, mapeando as principais
problematizagdes investigadas.

Com esses dados, compreendemos que grande parte das pesquisas
estdo estruturadas em forma de sequéncia didatica, onde a diversidades de
registros de representacdo contribuird para uma melhor apreensdo do objeto
matematico.

Na andlise das teses e dissertacdes ficou evidenciado que existem
diversos estudos baseado na teoria dos registros de representacdo semioética,
voltados em sua grande maioria para questdes envolvendo o ensino e
aprendizagem. Muitos analisaram as séries finais da educacdo basica e ensino
superior, onde acreditamos que ficou evidenciado a caréncia de estudos
ligados & series iniciais.

Vale lembrar que o professor das séries iniciais tem uma formag&o
muito limitada em matematica, fruto de grades curriculares das universidades,
que infelizmente ndo sdo suficientes para um bom dominio matematico.
Sendo que esta lacuna no conhecimento faz com que o professor ndo tenha

facilidade em ir além dos contetdos abordados em livros didaticos.
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Alguns trabalhos voltaram seus olhares para livros didaticos e para os
curriculos de matematica, demonstrando a importancia da estruturacdo dos
conteddos matematicos a luz dos registros semioticos, isto €, ofereceram de
forma clara e precisa caminhos alternativos para as préaticas educativas.

Sabemos que o uso de diferentes registros de representacdo semiotica
pode auxiliar a compreensdo de contetdos matematicos, facilitando a
apropriacdo do conhecimento. Isto leva a acreditar que a teoria ainda é capaz
de fomentar muitas pesquisas que possam colaborar com constantes

atualizagBes para as praticas pedagogicas.
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CAPITULO XVIII

MODELAGEM MATEMATICA SOB A~C')TICA DA TEORIA DOS
REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA E DA
EDUCACAO DIALOGICA

Helaine Maria de Souza Pontes
Célia Finck Brandt

Este estudo trata de um recorte da tese de doutorado do programa de
pos-graduacdo em Educacdo da Universidade Estadual de Ponta Grossa
(UEPG), defendida no dia 27 de fevereiro de 2018 e orientada pela Professora
Dra. Celia Finck Brandt.

Para tanto, serdo levados em conta apenas alguns aspectos dos
procedimentos metodoldgicos, da andlise dos dados e das consideracdes da
pesquisa em questdo, que teve como metodologia o estudo de caso
etnogréafico e foi motivada tanto pela trajetéria da vida profissional da
professora pesquisadora, como pelos seus estudos realizados na academia.

Nas atividades profissionais, 0 que se destacou foi a preocupacao
constante com as dificuldades dos estudantes na aprendizagem dos conceitos
matematicos.

Nas atividades académicas, a participacdo em dois grupos de estudo,
0 GEPEMA (Grupo de Estudo e Pesquisa em Educacdo Matematica) e o
GEPAM (Grupo de Estudos e Pesquisas em Aprendizagem Matematica),
motivou o interesse pelo tema desta pesquisa. No primeiro grupo, o mote das
discussOes era a Modelagem Matematica e no segundo grupo, o estudo se
concentrava nos fundamentos da Teoria dos Registros de Representacdo

Semiotica de Raymond Duval.
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Percebida a importancia da Modelagem Matematica para o ensino, a
pesquisa de doutorado buscou evidenciar as implicacdes desta metodologia
para a aprendizagem dos estudantes, nos aspectos cognitivo e social.

Levando em consideragdo o aspecto cognitivo, os dados foram
analisados de acordo com os fundamentos da Teoria dos Registros de
Representacdes Semidticas de Raymond Duval (2004).

Quanto ao aspecto social, as contribuicdes de Paulo Freire (1979,
2017a, 2017b) sobre a educacdo dialégica foram consideradas para a
interpretacdo dos dados coletados.

Assim, o estudo foi conduzido de forma que se encontrasse subsidios
para responder a seguinte questdo: Quais as implicacBes do ensino, na
perspectiva da Modelagem Matematica, para a aprendizagem, nas dimensoes
cognitiva e social, a luz da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica
e das contribuicdes de Paulo Freire para a educacdo dialdgica?

Em busca de responder a pergunta norteadora da tese, serdo trazidos a

seguir, os aspectos fundamentais de algumas etapas da pesquisa de doutorado.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A pesquisa foi realizada em uma escola municipal dos anos finais do
Ensino Fundamental de Araucéria — PR. Tanto a professora pesquisadora
como seus 32 (trinta e dois) estudantes de uma turma do 9° ano, séo sujeitos
da pesquisa, que teve como procedimentos metodoldgicos, a Modelagem
Matematica na perspectiva da Educacdo Matematica e embasada na
concepcao de Burak (2004). Neste sentido, o trabalho foi conduzido a partir
dos temas escolhidos pelos estudantes, tendo como critério de escolha, a

relevancia social.
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A partir de questionamentos sobre 0s assuntos mais comentados na
época, pelos meios de comunicacéo, os estudantes se referiram a varios temas.
Sendo assim, foram instigados a pensarem sobre aqueles que afetavam
diretamente a vida de cada um, desta forma, a dengue e a crise econémica se
destacaram.

Ao serem desafiados a pensarem em uma possibilidade para reduzir
0S prejuizos causados pela crise econémica e combater a dengue, a ideia da
reutilizacdo do lixo para confeccdo de pecas artesanais foi sugerida. Sendo
assim, ficou definida a escolha do tema, primeira etapa da Modelagem
Matematica defendida por Burak (2004), que propde a escolha pelos
estudantes e mediada pelo professor.

Diante deste desafio, a professora prop6s a criacdo de uma oficina de
reutilizacdo do lixo uma vez por semana, para confeccdo de pecas artesanais.
A oficina foi oferecida aos estudantes interessados e aconteceu no contra
turno, nas dependéncias da escola, com a preocupacao de ndo transformar o
lixo em outro lixo.

Como havia muitos estudantes que ndo podiam participar da oficina,
algumas aulas de Matematica foram disponibilizadas para que os estudantes
inscritos pudessem ajudar os ndo inscritos, orientando como confeccionar as
pecas artesanais produzidas.

Antes que o trabalho da oficina iniciasse, aconteceu a pesquisa
exploratoria, segunda etapa da Modelagem Matematica de acordo com Burak
(2004). O autor (2004) entende que este € o momento de orientar 0s
estudantes a buscarem conhecer melhor o assunto, explorando informagoes
relacionadas ao tema nos livros, jornais, revistas, sites, pessoas que trabalham

na area, campo, etc. Esta etapa foi realizada por meio da busca de videos e
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tutoriais na internet, que orientavam a confeccdo de pecas artesanais com
material reutilizavel.

Com os dados coletados na pesquisa exploratéria, o professor deve
instigar os estudantes a relacionar as informagGes obtidas com a matematica
e com outras areas do conhecimento, para que seja possivel elaborar
problemas sobre o assunto, que devem ser resolvidos com o auxilio da
matematica (Burak, 2004).

O levantamento do problema, terceira etapa da Modelagem
Matematica defendida por Burak (2004), surgiu a partir do desafio proposto,
ou seja: A reutilizacdo do lixo, para confeccdo de pecas artesanais, poderia
ajudar no combate da dengue e diminuir os problemas causados pela crise
econdmica?

Como os videos e tutorias encontrados na pesquisa exploratdria
traziam muitas sugestdes de produtos feitos a partir de objetos cilindricos,
como o rolinho de papel higiénico e a garrafa PET, por exemplo, a professora
achou conveniente explorar este material matematicamente em busca da
resolucdo do problema levantado, quarta etapa da Modelagem Matematica,
defendida por Burak (2004).

De acordo com o autor (2004), com o auxilio de conteddos
matematicos € necessario resolver o(s) problema(s) levantado(s) na etapa
anterior, desta forma, fica estabelecido um caminho inverso do usual, uma
vez que o contetdo é trabalhado para responder os problemas levantados,
diferente do que normalmente ocorre, ja que os problemas geralmente sao
trabalhados a partir dos contetdos estudados.

Portanto, algumas atividades matematicas foram desenvolvidas, para

trabalhar conceitos necessarios ao calculo do volume de lixo que deixaria de
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ser descartado com a confecgdo de pecas artesanais. E importante ressaltar
que estas atividades foram desenvolvidas na perspectiva da construcdo do
conceito matematico, como por exemplo, deducdo da formula do
comprimento da circunferéncia e deducdo da formula da area do circulo. Esta
proposta provocou muitas davidas nos estudantes.

O resultado das atividades desenvolvidas deu origem a solucédo
encontrada para o problema levantado, trazendo a seguinte constatacéo:

Reutilizando o equivalente a aproximadamente 400 litros de lixo para
confeccdo de pecas artesanais seria possivel arrecadar em torno de R$
2.800,00, na venda destes produtos.

Para Burak (2004), a quinta e ultima etapa da Modelagem Matematica
é a andlise critica da solucdo. Neste momento faz-se necessario apreciar as
solugdes encontradas para que se possa analisar a coeréncia, tanto do aspecto
matematico, como da situacio estudada. E uma oportunidade para refletir e
compreender o estudo, que ira direcionar os encaminhamentos que devem ser
adotados em busca das mudancas necessarias.

Esta analise foi feita a partir da simulacdo de um empreendimento no
ramo do artesanato, similar ao trabalho desenvolvido na oficina de
reutilizacdo do lixo, por cada estudante, de acordo com a producéo de lixo em
sua casa. A apresentacdo de um video sobre 0 sucesso de uma
empreendedora® que reutiliza filtro de café usado para confeccdo de pecas
artesanais, também fez parte desta etapa da Modelagem Matematica, para que

se pudesse discutir a viabilidade de um empreendimento desta natureza.

! Historia da empreendedora Rosely Ferraiol, disponivel em:
<https://www.youtube.com/watch?v=M2CmOx-OZ_w>
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ANALISE DOS DADOS

Um dos subitens do capitulo sobre a analise e interpretacdo dos dados
da pesquisa de doutorado, trata sobre a fragilidade do ensino na perspectiva
do método tradicional e a potencialidade do ensino na perspectiva da
Modelagem Matematica. Como ndo ha neste momento, espaco suficiente para
discutir todos os aspectos que foram considerados na ocasido da analise dos
dados da pesquisa, sera destacada a primeira e grande dificuldade observada
em relagcdo aos conceitos matematicos, ou seja, aquela que é discutida no
subitem mencionado. Sendo assim,

[...] h& que se alertar sobre a grande dificuldade dos estudantes em
relacdo ao sistema de numeracdo decimal, demonstrada no uso da
calculadora e na escrita dos nameros. A primeira dificuldade
apresentada foi sobre os padrdes americano e nacional de caracteres
usados nas calculadoras para separacdo das classes dos nimeros e para
separacdo da sua parte inteira e decimal. Neste sentido, o padréo
nacional que estd disponivel em algumas calculadoras, utiliza o
“ponto” para separacao das classes das unidades simples, milhares,
milhdes, etc e a “virgula” para separar a parte inteira da parte decimal
do ndmero. Enquanto em outras calculadoras, prevalece o padrdo
americano, que de forma invertida, traz o “ponto” para separar a parte
inteira da decimal, e a “virgula” para separar as classes (Pontes, 2018,
p. 149).

As calculadoras do quadro a seguir mostram o numero 1.245,36 (Um
mil, duzentos e quarenta e cinco inteiros e trinta e seis centésimos) que foi
digitado como exemplo para que se observe as variacfes entre os dois

padroes.
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Quadro 1: Padrdes de calculadora

F 124536
1,245.36

Padrdo nacional Padrdo americano
Fonte: Pontes (2018, p. 149).

Foi autorizado o uso da calculadora para a solucdo de algumas
atividades anteriores, entdo, esta discussdo ja havia acontecido varias vezes.
Porém determinados estudantes ainda manifestavam ddvidas e a professora
observou que eles utilizavam a tecla da virgula ou do ponto, com a intencao
de separar as classes dos numeros, mesmo que, para esta finalidade, estes
caracteres ndo devam ser utilizados, ainda que aparecam no visor da
calculadora. E é justamente esta incoeréncia que provocou e costuma
provocar confusdo.

Desta forma, a professora fez a seguinte intervencao.

Professora: Pelo que eu tenho percebido gente, uma coisa que esta
dificultando a compreenséo dos alunos é a calculadora. A dificuldade
de mexer na calculadora. Entéo, por exemplo, se eu tiver que colocar
na calculadora esse numero aqui olha (escreveu no quadro 32,43), eu
vou digitar 14 32 virgula ou ponto 43. E assim que eu digito
(informagcéo verbal)?.

2 Fonte: (Pontes, 218, p. 150).
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Para tentar esclarecer a davida, a professora registrou o numero
12.349 no quadro, utilizando o ponto para separar a classe das unidades
simples da classe das unidades de milhar, questionando em seguida, como
esse nimero deveria ser digitado na calculadora. O sujeito A2 se manifestou,
informando que ndo poderia digitar o ponto e a professora concordou ao
afirmar que “[...] nesse nimero aqui (32,43) eu digito ponto ou virgula,
dependendo do que tem na calculadora, j& nesse numero aqui (12.349 por
exemplo) eu ndo digito nem virgula nem ponto. Cuidado com isso!” (Pontes,
2018, p. 150).

A expectativa era que a escrita dos numeros acontecesse naturalmente,
levando em consideracdo que os estudantes desta faixa etaria, ja deveriam ter
internalizadas as regras que estabelecem os critérios definidos pelo sistema
de numeracdo decimal e que poderiam externaliza-las espontaneamente.
Porém, as dificuldades apresentadas geraram bastante preocupacao.

Diante deste problema, duas dificuldades sdo consideradas mais
relevantes, dentre outras que possam existir. Uma delas esta relacionado ao
ponto (.) que aparece no visor da calculadora separando as classes dos
nameros, mesmo que ele ndo seja digitado. A outra dificuldade esta no fato
de ser atribuido tanto ao ponto, como a virgula, diferentes funcGes,
dependendo do tipo de calculadora que seja utilizada, ou seja, a que tem o

padrdo nacional e a que tem o padrdo americano.

Neste sentido, € importante ressaltar que tanto o ponto, como a
virgula, de acordo com Duval (2004), sdo simbolos incompletos
conhecidos como sincategorimaticos® e ndo designam por si so. Para

3 O ponto, a virgula, os sinais que representam as operagdes (+, -, X, :) e que dependendo do
caso, sdo substituidos por outro (0 ponto ao invés do x na multiplica¢do, por exemplo).
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Duval (2004) a funcdo de designacao de objeto, por meio da operacao
de descricao é possivel a partir de um Iéxico sistematico, que pode ser
formado de acordo com determinada regra. Além disso, a formacéo
deste léxico sistemético, depende também da combinacdo dos
simbolos incompletos (sincategorimaticos) com o0s simbolos
arbitrarios (objetos elementares), para designar os objetos complexos.
Neste caso especifico, é necessario combinar o ponto ou a virgula
(simbolos  sincategorimaticos) com os algarismos (objetos
elementares), juntamente com as regras do sistema de numeracgéo
decimal, para designar o nimero (objeto complexo) (Pontes, 2018, p.
150 e 151).

O que, a principio, pretendia-se que fosse natural e espontaneo, passa,
a partir deste entendimento, ser de grande complexidade. Nao ha, de fato,
como considerar simples e facilmente compreensivel a existéncia do ponto
ou da virgula no visor da calculadora, sem que seja digitado previamente.
Assim como também ndo é simples entender dois padres de escrita dos
nameros, cada um obedecendo as regras do sistema de numeragdo, conforme
orientacdo de paises diferentes. Diante das duvidas provenientes da
incompreensdo do sistema de numeracdo decimal, que foram manifestadas
com a manipulacdo da calculadora, os estudantes tiveram dificuldade para
resolver o problema levantado na Modelagem Matemaética.

Para tanto, um célculo de volume que resultou 6480 cm3, deveria ser
transformado em medida de capacidade, ou seja, em dm3, que equivale ao
litro. A interacdo entre professora e estudantes neste momento, iniciou com o
questionamento de onde estava a virgula do niamero 6480. Para tanto, houve
diversas respostas, ou seja, alguns estudantes informaram que estava entre o
algarismo 6 e 4, outros disseram que ndo havia virgula, houve quem sugerisse
que estava entre os algarismos 4 e 8, teve quem afirmou que estava antes do

algarismo 6, propuseram também que o algarismo O fosse retirado, até que
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um sujeito sugeriu que estava depois do 0. Partindo desta Gltima informacao,
a professora explicou que, apesar de o numero ndo mostrar a virgula, ela
existe e esta depois do algarismo 0.

Para analisar esta interacdo, faz-se necessario a apropriacdo do
entendimento de Duval (2004) sobre a designacdo do léxico sistematico.
Mesmo que o os simbolos incompletos ou sincategorimaticos, representados
neste caso, pelo ponto e pela virgula, ndo aparecam no registro do ndmero,
devem ser imaginados nos seus devidos lugares, para que sejam combinados
tanto com os objetos elementares, representados neste caso pelos algarismos,
como com a regra do sistema de numeracdo decimal, para que seja possivel
designar o objeto complexo, que neste caso é representado pelo nimero.

N&o é possivel afirmar que isso seja simples, mas mesmo que as
dificuldades sejam levadas em consideragdo, “[...] era esperado que 0s
estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental tivessem completo dominio
sobre este objeto do conhecimento matematico. No entanto, a interacdo
trazida mostra claramente a dificuldade dos estudantes na escrita do nimero
[...]” (Pontes, 2018, p. 153).

Esta dificuldade é proveniente da incompreensdo do sistema de
numeracdo decimal, que é de grande complexidade. A interacdo deu origem
a preocupacdo da professora ao perceber a fragilidade dos estudantes em
relagdo a conhecimentos elementares da matematica, considerados como pre-
requisito para o calculo necesséario a solucdo do problema levantado na
Modelagem Matematica.

E importante alertar que a manifestacio dessas dividas poderia n&o
ter acontecido no momento da explicacdo, se o ensino fosse abordado por

meio de aula expositiva, com proposta de lista de exercicios, sem qualquer
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relacdo com algum contexto. Isso porque, na pratica tradicional de ensino, é
comum que o professor s6 tome conhecimento das incompreensdes dos
estudantes durante a correcdo das avaliacbes. E a experiéncia revela que,
mesmo que se retome o contetdo para esclarecer as duvidas demonstradas
nas avaliacbes, ndo se dedica tempo necessdrio para isso, devido a
necessidade de cumprir o programa do ano letivo.

Por outro lado, a Modelagem Matematica requer muita dedicacédo do
professor, no sentido de fazer com que os estudantes compreendam o0s
contetdos trabalhados, ja que a solucdo do problema levantado s6 é possivel,
a partir deste entendimento.

Porém, lamentavelmente, ndo € possivel negar que 0 ensino
tradicional, aquele que Freire (2017b) chama de bancario, é predominante
nas nossas escolas e tanto os sujeitos da pesquisa como a grande maioria dos
estudantes sdo submetidos a esta metodologia de ensino durante boa parte da
educacdo basica.

Com base na fragilidade do ensino, € preciso rever o amontoado de
contelildos matematicos listados na grade curricular, para que seja possivel
garantir o minimo necessario. De que adianta insistir na quantidade, se a
qualidade ndo estd garantida? Ensinar, pressupde aprender, mas ndo € isso
que os estudos revelam. Se em fase de conclusdo do Ensino Fundamental, os
estudantes demonstram ndo dominar o sistema de numeracdo decimal, é
necessario repensar o que realmente importa ser ensinado nesta etapa de
ensino.

Para tanto, ¢ interessante trazer o posicionamento de D’Ambrosio
(2011) ao se apoiar no entendimento de Hardy (2000) quando estabelece uma

grande diferenca entre a matematica escolar e a matematica “verdadeira”. O
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autor (2011) considera que a matematica escolar € a que se aprende na escola,
enquanto a “verdadeira” ¢ a matematica académica. Ele (2011) entende que a
diferenca entre as matematicas sdo os objetivos, métodos e conteudos, salvo
algumas coincidéncias e afirma que a matematica escolar ¢ “[...] uma imitacao
deficiente da matematica académica. Como diz Hardy, é inutil para os alunos,
além de desinteressante e obsoleta” (sp).

Muito provavelmente se insiste em trabalhar a matematica escolar
com o objetivo de preparar os estudantes para o vestibular, 0 que demonstra
uma clara ineficacia, uma vez que, além de ndo atingir o objetivo proposto,
deixa de prepara-los para situacdes reais do cotidiano. Assim, de acordo com
D’ Ambrosio

Ha um descompasso entre a matematica escolar e a vida real. A
matematica escolar é apresentada com uma dindmica que ndo condiz
com o ritmo de nosso dia a dia. No mundo real, tudo é mais rapido e
hd uma expectativa de resultados mais imediatos. A matematica
escolar costuma ser apresentada sob o discurso de que vai ajudar o
aluno a entender a realidade e tem um carater propedéutico, sempre
com a justificativa de que serve para estudos posteriores. No entanto,
0 carater utilitario e propedéutico da matematica escolar nunca se
materializa no decorrer dos estudos (D’ Ambrosio, 2011).

Até que ponto € adequado insistir no propdsito de direcionar o ensino
da educacéo basica para o vestibular? O que o0 ensino nesta perspectiva pode
acrescentar na vida da maioria dos estudantes que sao vitimas da exclusao e
da desigualdade social? Estas e muitas outras davidas sobre a Educacdo no
Brasil existem desde muito tempo e ja foram manifestadas pelos seguintes

questionamentos.



408

Porque néo estabelecer uma necessaria "intimidade"” entre os saberes
curriculares fundamentais aos alunos e a experiéncia social que eles
tém como individuos? Porgue ndo discutir as implicacdes politicas e
ideoldgicas de um tal descaso dos dominantes pelas &reas pobres da
cidade? A ética de classe embutida neste descaso? Porque, dird um
educador reacionariamente pragmatico, a escola ndo tem nada que ver
com isso. A escola ndo é partido. Ela tem que ensinar os contetdos,
transferi-los aos alunos. Aprendidos, estes operam por si mesmos
(Freire, 2017a, p. 32).

Como os estudantes podem operar 0s conteldos por si mesmos, se,
lacunas observadas na falta de dominio de conceitos basicos da matematica,
prejudicam a compreensdo dos demais conceitos, que sdo ensinados como se
aqueles ja estivessem internalizados? Os contetdos que permanecem listados
no programa curricular da educagdo béasica e se mantém perseverantes a
mudangas que, por mais que soe incoerente, pretendem a transformacao, séo
efetivamente relevantes para o desenvolvimento da autonomia do sujeito?
Esses contetidos transferidos aos estudantes séo, de fato, apreendidos?

Para muito além do ensino de contelidos que garantem 0 sucesso no
vestibular, estdo os assuntos de relevancia social, que ao serem discutidos
permitem que o conhecimento, que antes fazia parte do senso comum, seja
elaborado e transformado em conhecimento cientifico.

Os questionamentos que foram discutidos anteriormente e destacados
por Freire (2017a), séo apenas alguns exemplos de muitos outros que podem
ser abordados a partir de varios temas relevantes, numa préatica de ensino na
perspectiva da Modelagem Matematica, que € uma metodologia capaz de dar
sentido aos conteudos trabalhados, promovendo uma aprendizagem

significativa e contextualizada.
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Esses temas quando trabalhados pela metodologia da Modelagem
Matematica de acordo com Burak (2004), possibilitam utilizar os conceitos
matematicos para solucdo de problemas reais.

O dialogo promovido pela interacdo entre professor e estudantes e dos
estudantes entre si, a partir da discussédo dos mais variados temas que podem
ser levantados na Modelagem Matematica, estimula a pesquisa, desenvolve a
criatividade e favorece a criticidade. Sujeitos criticos sdo capazes, ndo apenas,
de tomar ciéncia da realidade em que vivem, como também, de nela intervir
para transforma-la. De acordo com Freire “Quanto mais refletir sobre a
realidade, sobre sua situacdo concreta, mais emerge, plenamente consciente,
comprometido, pronto a intervir na realidade para muda-la (1979, sp).

A Educacdo conduzida pela Modelagem Matematica, tem condi¢éo de
oferecer aos estudantes mais oportunidades de desenvolvimento, enquanto
gue o ensino pautado na memorizagdo e aplicacdo de formulas, pode dar a
eles, apenas a possibilidade de resolver listas de exercicios ou problemas

elaborados fora de contexto, somente para treinar o ato mecanico de calcular.

CONSIDERACOES E APONTAMENTOS

As andlises permitiram compreender que hd um comprometimento na
aprendizagem dos estudantes, como consequéncia da falta do dominio de
conhecimentos elementares da matematica, como por exemplo, o sistema de
numeracdo decimal. Essa evidéncia € proveniente das implicacbes da
Modelagem Matematica para a aprendizagem, no aspecto cognitivo, uma vez
que revelam particularidades que normalmente passam despercebidas pelo

professor nas aulas tradicionais.
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Aliadas & metodologia da Modelagem Matematica adotada na
pesquisa, estdo as proposicdes da Teoria dos Registros de Representacédo
Semiotica de Raymound Duval, que embasaram a analise dos dados coletados
e permitiram um olhar cuidadoso sobre as producdes dos estudantes, diferente
dos critérios adotados para corre¢do de uma avaliagdo, por exemplo, onde 0s
registros sdo considerados apenas como certos ou errados. Neste tipo de

avaliacdo

N&o se observa como se da ou como nao se da a designacdo de um
objeto matematico, que depende das operacGes cognitivas das fungdes
discursivas. Estas funcdes permitem entender a significacdo que é
dada aos Iéxicos sistematicos a partir dos simbolos
sincategorimaticos, que nao designam por si s0. Foram estes e outros
subsidios da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica que
contribuiram para viabilizar a compreensdo dos motivos dos erros,
permitindo ndo apenas uma analise matematica, mas uma analise
cognitiva (Pontes, 2018, p. 224).

Nesse sentido, € importante levar em consideracdo a face oculta da
matematica que “[...] corresponde aos gestos intelectuais que constituem o
carater cognitivo e epistemolégico especificos da matematica. [...] Ela se
manifesta indiretamente, por meio de bloqueios ou erros recorrentes [...]”
(Duval, Freitas e Rezende, 2013, p. 17 e 18).

Diante da necessidade da construcdo dos conceitos matematicos, os
estudantes, de modo geral, manifestaram que acharam dificil e consideram
mais facil resolver os exercicios propostos no livro didatico, ja que estdo mais
acostumados a fazer.

Houve também resisténcia de alguns estudantes pela metodologia da
Modelagem Matematica, porque temiam nao ser possivel aprender todos 0s
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conteddos listados no programa daquele ano letivo, ja que a construcdo dos
conceitos matematicos, exigia mais tempo do que normalmente é destinado
nas aulas tradicionais, que priorizam aulas expositivas e lista de exercicios.

Ainda que ndo tenha sido abordado no topico anterior as implicacfes
do ensino na perspectiva da Modelagem Matematica para a aprendizagem dos
estudantes, no aspecto social, pelo limite do espaco que é reservado para este
estudo, é importante trazé-las de forma sintética.

De acordo com Freire (1979, sp), os sujeitos da pesquisa manifestaram
como interviram na sua realidade, visando transformé-la, por meio de
mudancas de atitude. Alguns passaram a economizar, evitando o
consumismo, ao adquirirem o habito da reutilizacdo do lixo para decoracao
de suas casas. Outros, além de adquirirem o habito da separacdo do lixo,
deixaram de joga-lo na rua, o que demonstra uma preocupacdo com 0S
problemas que o lixo causa ao meio ambiente. Houve também quem se
interessasse em reforcar a renda familiar num empreendimento de venda de
pecas artesanais, confeccionadas a partir da reutilizacdo do lixo.

A transformacdo da realidade desses estudantes, se deu pelo
desenvolvimento da autonomia, criatividade e criticidade, que foi possivel a
partir do dialogo, interacdo e motivacdo, sempre presentes na metodologia
adotada.

Diante das evidéncias apontadas, constata-se que a Modelagem
Matematica, na forma como foi trabalhada, promoveu a aprendizagem dos

estudantes tanto no aspecto cognitivo, como no aspecto social.
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CAPITULO XIX

QUEM SAO OS CONVIDADOS E OS DEMAIS AUTORES

Filosofo e psicologo de formagdo, Raymond Duval defendeu a sua
tese de doutorado com P. Greco sobre a epistemologia genética de Piaget
(1972). Entrou no IREM de Estrasburgo em setembro de 1970 onde
participou de enquetes e regularmente ia em salas de aula do ensino
fundamental 2 e dirigia grupos de pesquisa. A partir de 1979 coorientou com
F. Pluvinage diversos DEA (Dipléme d Etudes Approfondies) e teses em
didatica da matematica. Foi editor dos Annales de Didactique et des Sciences
Cognitives entre 1988 a 1995. Publicou, em 1995, o livro Sémiosis et pensée
humaine e neste mesmo ano foi nomeado professor na Universidade do
Littoral Cote d"Opale (ULCO/Dunkerque). Trabalha, no que era chamado de
Instituto Universitario de Formacdo de Professores (IUFM - Institut
Universitaire de Formation des Maitres) du Nord Pas-de-Calais, na formacéo
de professores do ensino fundamental 1. Desenvolve pesquisa sobre trés
questdes: o funcionamento semio-cognitivo da visualizacdo em matematica,;
a introducdo da algebra elementar e a questdo dos escritos simbolicos e; as

duas faces da atividade matematica.

Professor de matematica no ensino fundamental e médio desde 1971,
Jean-Claude Rauscher frequentemente participou e animou grupos de
trabalho no IREM de Estrasburgo. Em 1993 defendeu sua tese sob a dire¢ao
de Louis Legrand (ciéncias da educacdo) e de Francois Pluvinage

(matematica): A heterogeneidade de professores de matematica face a alunos
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heterogéneos. O caso do ensino da geometria no inicio do ensino
fundamental 2. Em 1997 foi nomeado para o Instituto Universitario de
Formacdo de  Professores (IUFM) em  Estrasburgo  como
professor/pesquisador encarregado da formacdo de professores nos niveis
fundamental e médio. Os principais temas de pesquisa foram: o
desenvolvimento da aprendizagem em geometria; as fungdes da escrita na
aprendizagem e; a epistemologia dos professores de matematica e de
estudantes que se encaminhavam para 0 magistério. Nos ultimos trés anos as
suas observacbes e estudos clinicos foram consagradas a questdo da
introducdo da algebra elementar no ensino fundamental 2 com a participacéo

de Raymond Duval e Francois Pluvinage.

Béarbara Cristina Pasa ¢ licenciada em Matematica com habilitacdo
em Fisica pela Universidade Regional Integrada, campus Erechim, RS
(2002), possui mestrado em Matematica Aplicada pelo PPGMAp da
Universidade Federal do Rio Grande do Sul (2005) e doutorado em Educagéo
Cientifica e Tecnoldgica pela Universidade Federal de Santa Catarina (2017).
Professora de Matematica ha 16 anos, atualmente é professora titular na
Universidade Federal da Fronteira Sul do Campus Erechim, RS, ministrando
disciplinas da area prioritariamente aos cursos de Engenharia Ambiental e
Sanitéria e Pedagogia. Atua em projetos de extensdo com foco na formacéo
de professores e seu interesse de pesquisa engloba as questbes da
aprendizagem em matematica se embasando na teoria dos Registros de
Representagio Semidtica. E membro dos grupos de pesquisa GPEEM - Grupo
de Pesquisa em Epistemologia e Ensino de Matematica (UFSC), EMCT -
Educacdo Matemaética Cientifica e Tecnologica (UFFS)) e GEPEM@T —



415

Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacdo Matematica e Tecnologias
(UFFS).

Celia Finck Brandt é professora Adjunta da UEPG. Possui
Licenciatura em Matematica pela UFPR, mestrado em Educacéao pela UEPG,
Doutorado em Educacdo Cientifica e Tecnoldgica pela UFSC e Pés
Doutorado em Educacdo Cientifica e Tecnoldgica pela UFSC. Atua no Curso
de Licenciatura em Matemaética do Departamento de Matemaética e Estatistica
da UEPG como professora de Estagio Curricular Supervisionado, professora
do Curso de P6s Graduacao em Educacdo — Mestrado e Doutorado da UEPG
e do Curso de Mestrado em Ciéncias e Educacdo Matematica da UEPG. Atua
nos seguintes grupos de Pesquisa: GEPAM (lider), GEPEM e GPEEM. Atuou
como coordenadora institucional do PIBID na UEPG no periodo de 2009 a
2013.

Crislaine Costa € professora de matematica da rede estadual de Santa
Catarina. Licenciada em matematica (2009) pela UNIASSELVI e mestranda
no Programa de Pds-Graduagdo em Educacdo Cientifica e Tecnoldgica —
UFSC. Participa do Grupo de Pesquisa em Epistemologia e Ensino de
Matematica (GPEEM). Seu interesse de pesquisa em educacdo compreende a
investigacdo da aplicacdo da Teoria de Duval sobre os Registros de
Representacdo Semidtica nas pesquisas cientificas brasileiras, onde pretende
analisar a contribuicdo da teoria na educacdo matematica e promover uma

reflexdo sobre sua aplicabilidade.

Daiana Zanelato dos Anjos é professora de matematica da rede
estadual catarinense hd 6 anos. Possui mestrado e doutorado em Educacéo

Cientifica e Tecnoldgica, ambos pela Universidade Federal de Santa Catarina,
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respectivamente em 2015 e 2019. E licenciada em matematica (UFSC/2009)
e em Pedagogia (UNINTER/2019). O seu interesse de pesquisa engloba as
questdes da aprendizagem em matematica pelo estudante cego se embasando
tanto na teoria dos Registros de Representacdo Semidtica (GPEEM - Grupo
de Pesquisa em Epistemologia e Ensino de Matematica) quanto nos estudos
que perpassam a relacdo entre alteridade e Educacdo Matematica (GEPAM -

Grupo de Estudos e Pesquisa em Alteridade e Educacdo Matematica).

Djerly Simonetti é professora de matematica da rede publica de
ensino de Santa Catarina. Afiliada a Sociedade Brasileira de Educacéao
Matematica. Integrante do Grupo de Pesquisa em Epistemologia e Ensino de
Matematica — GPEEM. Mestra em Educacdo Cientifica e Tecnoldgica pela
UFSC (2020). Especialista na educacdo profissional integrada a educacédo
basica na modalidade de EJA-PROEJA pelo IFSC (2019). Licenciada em
Matematica pela UTFPR — campus Toledo (2015), com magistério nivel
médio (2010).

Eduardo Sabel € licenciado em matematica (2018) pela Universidade
Federal de Santa Catarina e bolsista CAPES de mestrado no Programa de P6s-
Graduacdo em Educacdo Cientifica e Tecnoldgica — UFSC, com inicio em
2019. E professor em carater temporario no Instituto Estadual de Educacéo
(IEE), e participa do GPEEM - Grupo de Pesquisa em Epistemologia e Ensino
de Matematica. Seu interesse na pesquisa em educagdo envolve os estudos
sobre os Registros de Representacdo Semiotica de Duval e linguagem
matematica. A pesquisa que vem realizando no mestrado pretende investigar

o0 papel das funcdes discursivas da lingua na aprendizagem matematica.
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Fatima Aparecida Queiroz Dionizio é professora no curso de
Pedagogia da Universidade Estadual de Ponta Grossa. Possui doutorado
(2019) e mestrado (2013) em Educacéo pelo Programa de Pos-Graduagdo em
Educacdo da mesma universidade. Especialista em Educacdo Matemaética
pela UEPG (2009-2011), licenciada em Matemaética pela UENP (2005-2008)
e em Pedagogia pela UEPG (2009-2012). Atuou como professora na
Educacdo Basica e atualmente leciona, pesquisa e realiza atividades de
extensdo na éarea da Educacgdo, com énfase em Educacio Matematica. E
integrante do comité editorial da Revista Olhar de Professor. Orienta
académicos para realizacdo de pesquisas de Iniciacdo Cientifica e trabalhos
de conclusdo de curso. Dedica-se aos estudos sobre ensino, operacGes
cognitivas e aprendizagem da matematica no periodo da infancia,
aprendizagem da docéncia, formacdo de professores e registros de
representacdes semidticas. E lider do Grupo de Estudos e Pesquisas em
Educacdo Matematica na Infancia e pesquisadora no Grupo de Estudo e
Pesquisa em Aprendizagem da Matematica - GEPAM/UEPG.

Fernanda Andréa Fernandes Silva é professora da area de
matematica da Educacgdo Bésica Técnica e Tecnoldgica do Instituto Federal
da Paraiba. Possui mestrado (2013) e doutorado (2018) em Ensino de
Ciéncias e matematica, pela Universidade Federal Rural de Pernambuco. E
especialista em Educacdo Matematica pela Universidade Estadual de Alagoas
(2009) e licenciada em matematica pela Universidade Federal de Alagoas
(2008). O seu interesse de pesquisa envolve a aprendizagem em matematica
com fundamento na Teoria dos Registros de Representacdo Semiética. E
membro do Grupo de Pesquisa Didatica da Matematica e Semidtica e do

Grupo Cajazeirense de Pesquisa em Matematica.
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Franciele Isabelita Lopes Novak é professora de matematica da rede
particular paranaense ha 3 anos, e ministra aulas a partir do 4° ano dos Anos
Iniciais. Possui mestrado em pela Universidade Estadual de Ponta Grossa,
concluido em 2018. E licenciada em matematica (UEPG/2016). Como
principais interesses de pesquisa estdo a teoria dos Registros de
Representacdo Semiodtica (GEPAM - Grupo de Estudos e Pesquisa em
Alteridade e Educacdo Matematica) e os estudos relacionados a Educacgéo
Matematica desde a infancia. (GEPEMI - Grupo de Estudos e Pesquisas em
Educacdo Matematica na Infancia).

Helaine Maria de Souza Pontes € professora de matematica da rede
municipal de ensino de Curitiba e de Araucaria — PR. Possui mestrado e
doutorado na area da Educacdo, pela Universidade Estadual de Ponta Grossa
(UEPG), tendo concluido o mestrado em 2011 e o doutorado em 2018. E
licenciada em matematica pela Universidade do Oeste Paulista
(UNOESTE/1998). Tem interesse por pesquisas relacionadas a Modelagem

Matematica e a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica.

Jessica Rohden Schlickmann. Doutoranda em Educacdo Cientifica
e Tecnoldgica (UFSC), Mestre em Educacdo pela UNISUL (2014),
Especialista em Matematica Financeira aplicada aos negécios (2011) e
Licenciada em Matematica pela UNISUL (2008). Atualmente atua como

Professora de Matematica do Ensino Médio.

Jorge Paulino da Silva Filho é professor de matematica do Instituto
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ANEXO 1

Les écritures symboliques

et les opérations hétérogénes de substitution d’expressions

Les conditions de compréhension en algebre élémentaire

Raymond Duval

Les écritures symboliques, c’est-a-dire la variété des expressions combinant
des chiffres, des lettres et des symboles d’opérations que ce registre
sémiotique permet d’écrire, et I’hétérogénéité des opérations de substitution
de ces expressions les unes aux autres, sont le mur de verre auquel les éleves
se heurtent sans cesse dans I’apprentissage de 1’algébre au Collége®. Elles
paraissent transparentes aux mots de la langue et aux mots mathématiques
qui désignent les opérations, les relations, et les propriétés des équations, et
qui expliquent comment les utiliser pour calculer. Mais en fait elles sont un
mur opaque pour les trois quarts des éléves, et pour tous ceux qui n'ont pas
fait des études scientifiques. Car ils ne réussissent pas a voir a travers, ce que
les enseignants immédiatement. Car il n’y aucun moyen de passer du registre
de la langue naturelle, dans laquelle les opérations pour passer d’une
expression verbale a une autre sont des associations de mots « qui font penser
a... », les opérations de substitution d’expressions symboliques qui exigent
qu’on regarde exclusivement la forme des combinaisons de chiffres, de lettres
et de symboles d’opérations. Comment ne pas confondre toutes les
expressions obtenues par les multiples opérations possibles de substitution,
étant donné ’'uniformité de toutes les expressions écrites ? Comment mettre
en équation les données d’un probléme concret ou non-mathématique pour le
résoudre en utilisant « 1’outil » des équations ? Autrement dit, quels sont les

! Duval, Campos, Barros & Diaz (2015, I, 81 p.13-17 et § 3, p. 28-35).
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premiers pas a faire faire aux éléves dans 1’apprentissage de 1’algebre ? 1l y a
deux points de vue radicalement différents pour répondre a cette question.

Tout d’abord, le point de vue mathématique, qui est évidemment primordial
et qui sert de cadre pour analyses conduisant a 1’organisation des
programmes. Ces analyses partent d’un objectif final a atteindre a la fin du
College et qui a été institutionnellement fixé : 1’utilisation des équations pour
résoudre les problémes qu’on rencontre en dehors des mathématiques. On
pratique alors une analyse mathématico-régressive. L’acquisition de « 1’outil
» équation est déconstruit en connaissances et en savoir-faire prérequis, puis
ces prérequis sont a leur tour déconstruits de d’autres prérequis plus
¢lémentaires. Ce processus se poursuit jusqu’a ce qu’on arrive a la premiere
introduction d’une ou de deux lettres dans le calcul numérique. On détermine
alors les programmes de chaque année scolaire de maniere de maniére a faire
faire aux éléves le parcours inverse de cette analyse mathématico-régressive
en quatre ou cing ans. Pour aider les enseignants a les mettre en ceuvre dans
leurs classes, les programmes sont enrichis d’explications épistémologiques,
psychogénétiques, psychologiques, sociologiques, ou pédagogiques sur
I’acquisition des connaissances et sur 1’apprentissage. Mais aucune des
explications qu’elles apportent n’est vraiment pertinente. Car elles
méconnaissent le fait que 1’apprentissage des mathématiques souléve des
difficultés intrinseques de compréhension qu’on ne rencontre dans aucun des
autres domaines de connaissance.

L’autre point de vue est I’analyse du fonctionnement sémio-cognitif sous-
jacent D’activité mathématique. Quels sont les gestes intellectuels qui
permettent de « faire des mathématiques » ? De ce point de vue, la
discrimination immédiate de la variété uniforme des écritures symboliques et
la prise de conscience de multiples opérations possibles de substitution sont
les deux premiers pas préalables a faire faire aux éléves dans 1’enseignement
de I’algebre. Les objectifs d’apprentissage ne sont pas l’acquisition de
connaissances et de savoir-faire, mais une prise de consciences des
opérations sémio-cognitives qui permettent de comprendre la maniere de
travailler avec les écritures algébriques, et reconnaitre ou et quand appliquer
les connaissances acquises. Or ne peut prendre conscience qu’en faisant soi-
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méme a son rythme des taches elaborées pour chacune des différentes
opérations sémio-cognitives spécifiques aux écritures symboliques et que 1’on
peut contréler soi-méme. Cette prise de conscience est préalable a
I’acquisition de connaissances en algebre ¢lémentaire. Les critéres de réussite
et ceux permettant d’évaluer la progression des €léves sont différents de ceux
généralement adoptés, en classe pour les séquences d’activités, et dans les
enquétes nationales ou internationales. Ce sont d’une part la rapidité de
réponse et, d’autre part, un changement complet d’attitude vis-a-vis des
taches mathématiques et de la résolution de probléme. Car la réussite a ces
taches spécifiques n’est pas suffisante. Ce qui est crucial est le temps de
réponse. Un éleve doit parvenir a les exécuter en moins d’une trentaine de
secondes, quelles que soient les variations de présentation des données et des
contraintes de 1’énoncé de la consigne, et quel que soit le sens de la
conversion a faire entre la langue naturelle et [’écriture symbolique d’une
expression qu’elle soit compléte ou incompléte. Autrement dit, dans une
équation, I’éléve doit reconnaitre rapidement les différents niveaux d’unités
de sens et les opérations de substitution a faire. Et cela sans avoir a le
demander ou sans que quelqu 'un d’autre (enseignant ou éléve) vienne lui dire
quoi faire. Sans cela il n’y a plus d’autre apprentissage possible en algebre
pour I’éléve.
*

*kxk

Quatre questions ont commandé les recherches sur conditions sémio-
cognitives préalables a la compréhension et a I’acquisition de connaissances
en algebre, ainsi qu’a leur utilisation spontanée en dehors des mathématiques
pour résoudre des problémes.

La premiére peut paraitre simple et méme triviale. Comment désigner des
objets en langue naturelle d’une part et, d’autre part, en utilisant des lettres
ou des symboles ? Le chapitre Il de Sémiosis et pensee humaine (Duval,
1995), avec en exergue une citation de la Begriffsschrift de Frege, lui était
entierement consacré : langue naturelle et langue formelle.
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La deuxieme s’est imposée avec les recherches lancées par G. Vergnaud
(1976) sur les problémes additifs « Structures additives et complexité
psychogénétique », et avec la these de Damm (1992) Apprentissage des
problémes additifs et compréhension de texte. Comment visualiser la
structure mathématique d’un énoncé de probléme, qui est un texte
articulant plusieurs phrases pour décrire un scénario de la vie réelle ?
(Duval, 2005).

La troisiéme s’est imposée avec les énoncés de problemes dont la
résolution ne requiert non plus la désignation d’une quantité inconnue,
mais la désignation fonctionnelle d’une deuxiéme quantité inconnue. Sans
la prise de conscience du fait que ce mode de désignation n’existe pas dans
la langue, les ¢€léves ne peuvent mettre en équation les données d’un
probleme comportant deux quantités inconnues, et non pas une seule.
L’apprentissage de 1’algebre et le probléme de la désignation des objets
(Duval, 2002, 2011). Comment écrire, a partir de 1’énoncé, les deux
expressions incompletes qui formeront respectivement les deux membres
de I’équation ?

La quatriéeme est en réalité la question préalable aux trois premieres. Elles
concernent tous les problémes que 1’on donne en Primaire et au Collége,
soit pour préparer 1’introduction d’une nouvelle notion ou de nouvelles
opérations, soit a titre d’exercice, soit encore a des fins d’exploration ou
de recherche. Qu’est-ce qu’un probléme mathématique élaboré a des fins
didactiques, et qu’est-ce que résoudre mathématiquement un probléme ?
Autrement dit, ¢’est la question du role des problémes dans 1’acquisition
des connaissances mathématiques. Question redoutable, qui ne semble pas
pourtant en étre une pour les enseignants et pour la grande majorité des
didacticiens. Aussi est-ce plus tardivement que je 1’ai abordée
frontalement. Il faut apprendre comment poser ces problemes pour devenir
capable de les résoudre (Duval, 2013)

Toutes ces recherches ont eu, hélas, un aboutissement imprévisible dans un
dialogue posthume que j’ai tenté avec Jean-Philippe Drouhard. Je 1’avais
rencontré plus ou moins régulierement, mais sans avoir cherché a comprendre
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sa démarche de pensée. Il m’aura fallu lire sa thése soutenue en 1992, Les
écritures symboliques de [’algébre élémentaire?, en vue de cette rencontre
autour de ses travaux pour vraiment entreprendre une discussion entre nos
démarches respectives d’analyse des écritures symboliques.

Les extraits présentés ici de cette confrontation entre deux analyses des
écritures symboliques® ont été faits d’abord pour Jean-Claude Rauscher dans
son ¢tude longitudinale d’un éléve en grande difficult¢ en Algebre (voir
chapitre II), puis repris a I’intention de tous les Professeurs qui enseignent au
College, et non pas au Lycée ou a I’Université. Il s’agissait de ne retenir que
les points essentiels qui pouvaient leur étre utile en classe pour
I’enseignement et 1’apprentissage de 1’algebre par les éleves,
indépendamment de toute théorie, psychologique, sémiotique, linguistique
pédagogique ou didactique. Que les enseignants puissent par eux-mémes
observer et analyser les causes profondes des difficultés récurrentes et des
blocages de leurs éléves. Tel est leur objectif.
*

**k*

Dés les premiéres lignes de D’introduction de sa thése, Jean-Philippe
présentait 1’idée directrice de sa recherche. Elle porte sur deux changements
de perspective a faire par rapport a ce qui était consensuellement admis dans
les travaux didactiques sur I’algebre élémentaire.

Au tout début de ce travail il y a I’hypothése trés générale, qu’en algébre, a
c6té de difficultés conceptuelles, I’apprenant est également confronté a des
difficultés d’ordre linguistique, liées a la complexité du langage symbolique
des mathématiques. En d’autres termes, la « transparence » du langage
symbolique est posée comme illusoire, et un des objectifs de ce travail est

2 Drouhard, J.-P, (1992). Les écritures symboliques de ['algébre élémentaire. Thése de
Doctorat. Paris VII.

3 Drouhard J-P (2019). de la linguistique a [’épistémographie. Didactique des mathématiques
(Ed. M. Maurel) pp. 105-139. Academia.edu

Ces extraits sont publiés avec 1’aimable autorisation de 1’éditrice de cet ouvrage, Maryse
Maurel.



427

précisément de lever cette « illusion de transparence » (Drouhard, 1992, p.
3).

Tout d’abord, en parlant d’« illusion de transparence », Jean-Philippe
remettait en cause une idée dont 1’évidence s’est vite imposée avec le
développement de 1’algébre, celle du caractére entierement explicite et
contrélable des écritures symboliques®. Les écritures symboliques sont, en
effet, le seul type de représentation utilisé en mathématiques ou, d’une part,
tous les éléments signifiants nécessaires pour comprendre une expression
compléte sont explicitement donnés, & de minimes exceptions prés, par
exemple « a » au lieu de « 1a »°, et ou, d’autre part ce que chaque élément
signifiant est univoque. En d’autres termes, une égalité ou équation sont
autosuffisantes. Elles ne dépendent d’aucun contexte, et d’aucune situation
comme presque tous les énoncés en langue naturelle. En outre, les
transformations d’une expression symbolique en d’autres expressions
symboliques sont totalement explicites et parfaitement controlables. C’est
pourquoi, a la différence de toutes les propositions en langue naturelle, elles
sont algorithmisables. Les écritures symboliques devraient donc étre plus
faciles a comprendre que tous les énoncés en langage naturel, ou que les
figures géométriques ou méme que les graphes qui doivent étre appréhendés
qualitativement et non pas ponctuellement. Or ce n’est pas le cas. Si les
écritures symboliques sont mathématiquement transparentes, c’est une «
illusion de transparence ». Car elles écrasent dans une méme succession
différents types de groupements de chiffres, de lettres et de symboles. Et ces
groupements constituent des unités de sens de niveaux différents. Ils sont
quasiment impossibles a discriminer et a reconnaitre pour la majorité des
jeunes éleves. Dans ses travaux ultérieurs, Jean-Philippe a préféré parler d’«
implicite » plut6t que d’« illusion de transparence ». Ce choix n’est pas neutre.
Alors que la notion d’implicite connote un non-dit parce que présuppose

4 Condillac I’exprimait de cette fagon a la fin du XVIIIéme : I’algébre, qui est le langage
des mathématiques, est une simplification de la langue et une économie de signes
permettant d’augmenter la capacité de calcul.

50On écrit « a » au lieu de « 1x a » et « 2a » au lieu de « 2 x a ».
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connu ou devenu trop évident pour qu’on le dise, I’expression « illusion de
transparence » caractérise la nature méme des écritures symboliques de
I’algebre élémentaire.

1 DISTINCTIONS PREALABLES POUR DECRIRE ET DEFINIR LA
SPECIFICITE DES ECRITURES SYMBOLIQUES

Les écritures symboliques sont un type de représentation graphique qui n’ont
rien de véritablement commun ni avec un langage, ni avec des figures. Pour
le comprendre, arrétons un instant sur ce que 1’écriture a de spécifique par
rapport a deux autres types de représentations plus communes, les expressions
linguistiques et les figures instrumentalement construites en fonction de
propriétés géométriques.

11 ECRITURES SYMBOLIQUES VERSUS ECRITURES
ALPHABETIQUES : UNE RUPTURE TOTALE AVEC LA PAROLE.

L’ECRITURE est une représentation graphique qui consiste en une suite
linéaire d’éléments qui sont visuellement distinguables et dont I’ordre de
succession obéit a des contraintes. Ces éléments sont les lettres d’un alphabet
ou les chiffres d’un systéme de numération. Il est important de bien séparer
deux types d’écritures.

Les écritures alphabétiques sont un codage de la parole, c’est-a-dire d’une
énonciation orale. Les ECRITURES SYMBOLIQUES, qui ont été développées a
des fins exclusives de calcul, sont DES ECRITURES OPERATOIRES qui ne
peuvent ni s’énoncer en langue naturelle ni se dire oralement.

Et dans les écritures symboliques, il est important de ne pas confondre deux
niveaux d’unités de sens. Le premier niveau de sens est celui des ¢léments
signifiants qui dépendent entiérement du systéme sémiotique utilisé, tel que
Saussure (1972) 1’a défini : phonémes, morphémes, et mots d’une langue
naturelle, chiffres désignant des nombres dans un systéme de numération.
Ainsi, les chiffres « 0 » et « 1 » par exemple n’ont pas la méme valeur
oppositive de choix dans un systéme d’écriture binaire et dans un systéme
d’écriture décimale. Le deuxiéme niveau de sens est celui des expressions
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incomplétes ou complétes que I’on peut produire en utilisant un systeme
sémiotique : syntagmes nominaux et verbaux pour les phrases, et ce que nous
appellerons des syntagmes opératoires pour les écritures symboliques.

ECRITURES SYMBOLIQUES

1. SYSTEME D’ECRITURE 4 (élément désignant un nombre)

DECIMAL 44 (suite de deux éléments désignant un
autre nombre)

2. EXPRESSION INCOMPLETE : (2+2), (5-1), 2x2),(8:2), 8/2

les syntagmes opératoires articulent 40 + 4 12 x 2

au moins un chiffre (ou une lettre)

, syntagmes opératoires
et UN SYMBOLE D OPERATION

Figure 1. Deux niveaux d’unité de sens dans les écritures symboliques

D’un strict point de vue linguistique et sémiotique, il est donc
important de ne pas confondre les écritures symboliques utilisées en
mathématiques et les écritures alphabétiques qui permettent de transcrire

toute expression orale d’une langue naturelle. Elles s’opposent entre elles sur
les quatre criteres anivants -

ECRITURES ECRITURES
SYMBCOLIQUES ALPHABETIQUES
1. Commutation oral/écrit, NON oul
univogque et réflexe
2. Contraintes déterminant ) .
I"ordre de succession des Symtaxiques Reproduction des

éléments articulés dans la

éléments ayant une valeur -
production vocale

oppositive de choix

ouUl NON

3. Fonction de désignation . )
Designation de nombres

d’objet pour les éléments

4. Concaténation des Formation de syntagmes | Reproduction des unités
Sléments en unitds de sens opératoires (expressions de sens du discours oral
incomplétes)

d un niveau plus complexe
d’expression

Figure 2. La rupture entre écritures symboliques et &critures alphabétiques
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Autrement dit, si I’algebre est un langage, c’est un langage totalement muet
qui ne peut pas se dire. Il est simplement destiné a effectuer des algorithmes
d’opérations. C’est, si I’on préfére un langage purement opératoire. Toutes
les propriétés mathématiques que 1’on peut, implicitement ou explicitement
mobiliser en parall¢le avec 1’utilisation des écritures algébriques, relévent
d’un emploi mathématique de la langue naturelle. Ne pas le voir c’est
s’interdire de voir la complexité et les difficultés d’un enseignement de
I’algebre élémentaire qui veut étre pour tous les €éléves de 11 a 16 ans.

1.2 LA GAMME DES ECRITURES SYMBOLIQUES ET LES
EXPRESSIONS COMPLETES

Les écritures symboliques désignent toute la gamme des écritures qui ont été
développées pour pouvoir effectuer des calculs. Tout calcul est une suite
d’opérations consistant a substituer une expression symbolique & une autre
expression symbolique, que ces expressions soient numériques ou littérales.
Deux types de substitutions doivent étre distingués, selon que les substitutions
portent sur des syntagmes opératoires, c’est-a-dire sur des expressions
incomplétes, ou sur des égalités, des équations ou des expressions, qui
constituent un troisiéme niveau de sens et que nous appellerons des
expressions complétes.

Substituer une EXPRESSION INCOMPLETE a une autre consiste a la réduire
— soit a un élément du systéme d’écriture décimal : (2 + 2)— 4 ou 12 x 12
— 144
— soit un syntagme opératoire moins complexe : 3 (a + 2/3b) - 3a + 2b
— soit & un syntagme opératoire de degré inférieur : x> — (X x X).

Ces substitutions sont évidemment réversibles. Elles sont déterminées par les
propriétés des symboles d’opérations ou par la nature des nombres. Nous les
appellerons donc des SUBSTITUTIONS OPERATOIRES.

Substituer une EXPRESSION COMPLETE a Une autre est une opération différente.
D’une part, elle exige que I’on puisse changer un terme d’un membre a I’autre
de I’équation et que 1’on puisse effectuer une substitution opératoire dans [’un
des deux membres

at2=4 —» a=2 2= 8 > a=4
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D’autre part, elle exige que dans cette substitution les deux expressions
complétes conservent la méme valeur de sens. La substitution doit se faire
salva veritate, selon I’expression employée par Leibniz, alors que les
expressions incompletes mises en relation dans chacune de deux expressions
incomplétes ne sont pas les mémes ! C’est pour décrire ce mécanisme de
substitution semiotique que Frege (1971/1892) a introduit sa célébre
distinction entre sens (Sinn) et dénotation (Bedeutung). La « dénotation » est
I’unité de sens propre a une expression compléte, et le « sens » étant 'unité
de sens d’une expression incompléte. En étendant cette distinction aux
expressions incomplétes, la dénotation devient « I’objet désigné » par un
syntagme opératoire ou nominal, et le sens devient la « signification » propre
a chacune des expression incomplétes employée pour dénoter ou désigner un
objet. Autrement dit, avec les expressions incompletes, la dénotation résulte
d’une opération de désignation. Ces substitutions sont des SUBSTITUTIONS
SEMANTIQUES.

Comparons maintenant les quatre expressions completes ci-dessous du point
de vue des substitutions a faire pour calculer ou pour « résoudre ».

2x2 =4 2x2= 2x..=8:2 {at+tb)/2 = a2 +h/2
8:2 op? ...=8:2

1. Un seul OuUIl
membre a
prendre en
compte

2. les deux OuUIl
membres
indépen-
damment I'un de
I"autre

3. Possibilité de 0OUI
passer un terme
a l'autre,

salva
denotatione

4. Nécessite de ouUl
faire passer un
terme d un fa+tb)/2=a2 +b/2
membre a I'autre ]
dans 1"équation ' St

salva veritate athbh = 2(@2)+2(b2)

Figure 3. Continuum des écritures symboliques au niveau des expressions complétes
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Les deux premiéeres expressions (ci-dessus, les deux premiéres colonnes),
n’exigent que des substitutions opératoires. Le syntagme opératoire est réduit
a D’écriture d’un nombre dans le systéme décimal. Aucune substitution
sémantique a faire. En revanche, tout change pour calculer ou résoudre les
deux expressions suivantes, méme si 1’égalité numérique a trou (troisi¢éme
colonne) ne comporte aucune lettre. Autrement dit, la substitution sémantique
ne doit jamais étre confondue avec une substitution opératoire, méme si la
résolution d’une équation recourt a I’une et a I’autre.

Ces distinctions et ces comparaisons permettent de faire trois remarques
importantes pour entrer dans la problématique des recherches de Jean-
Philippe :

(1) Elles mettent en évidence la complexité des écritures symboliques

D’une part, elles exigent qu’on puisSe reconnaitre tout de suite trois
niveaux d 'unités de sens qui s 'emboitent . les éléments signifiants dans un
systeme sémiotique et qui sont souvent confondu avec les « signes », les
expressions incomplétes et les expressions complétes. Sans leur
reconnaissance, on ne peut pas lire les expressions symboliques, mais
seulement les épeler, éléments par éléments.

D’autre part, il faut avoir pris conscience de [’opération spécifique de
substitution sémantique pour pouvoir « résoudre » une équation, ou pour
pouvoir appliquer une formule dans une situation particuliére et résoudre
un probleme concret.

(2) Le premier pas dans I’algebre ne commence pas avec l'introduction de
lettres, mais avec [’écriture d’expressions incomplétes pour former une
expression compléte, dont la résolution va exiger une substitution
sémantique. Les égalités numériques a trou en sont un premier exemple
(Duval et alii, 2015, p.67, 73).

Ainsi toute expression symbolique dans laquelle le symbole de relation «
= » peut étre remplacé par symbole de désignation d’un résultat «—» n’est
pas une expression symbolique algébrique compléte. L’utilisation du
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symbole « = » pour désigner le résultat d’une opération arithmétique crée
une équivoque, qui va constituer un obstacle pour I’entrée dans les
écritures symboligques algébriques.

L’introduction des lettres commence avec la formation des expressions
incompléetes, qui exige, comme on le verra plus loin, la prise de conscience
d’une opération discursive spécifique aux écritures symboliques : la
désignation fonctionnelle.

(3) L’algebre n’est pas et ne peut pas étre a proprement parler un langage.
Elle est un registre discursif cognitivement monofonctionnel et non pas
multifonctionnel comme les langues naturelles.

La lecture et la compréhension des expressions symboliques exigent donc que
[’on reconnaisse visuellement les différents niveaux de sens d’une expression,
pour pouvoir en distinguer toutes les unités de sens. Autrement on en reste a
la seule reconnaissance des différents caracteres (chiffres, lettres, symboles
d’opération ou de relation) que I’on peut seulement épeler les uns apres les
autres. Et on se heurte alors a de sérieuses difficultés pour transformer les
syntagmes opératoires en d’autres syntagmes et, plus encore, pour effectuer
des substitutions sémantiques. Ces difficultés peuvent vite bloquer la grande
majorité des éleves, non seulement pour résoudre des équations, mais plus
simplement pour appliquer une formule !

2 CONCLUSION DE L’ANALYSE LINGUISTIQUE DES
ECRITURES SYMBOLIQUES ALGEBRIQUES : NECESSITE DE LA
DISTINCTION FREGEENNE ENTRE SENS ET DENOTATION.

L’hypothese de travail annoncée dans I’introduction était : « les ESA peuvent
étre décrites par un modele linguistique (une grammaire) » (Drouhard 1992,
p. 4). La recherche de la thése a conduit Jean-Philippe a une conclusion
paradoxale par rapport a cette hypothese. Pour mettre en évidence 1’implicite
des écritures symboliques algébriques, il faut recourir a la distinction
sémantique de Frege entre le sens d’une expression et ce qu’elle dénote.
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Le retournement de la problématique, centrée sur les regles récursives
apparait avec l’analyse 1’écriture fractionnaire, c’est-a-dire de syntagmes
opératoires. Car les regles d’écriture qui permettent d’écrire les fractions
s’averent insuffisantes pour les calculer et comprendre comment les calculer.
La, il est nécessaire de recourir a la distinction semantique de Frege entre le
sens et la dénotation pour les expressions numeériques, incompletes et
complétes : un méme nombre est désignable par des écritures numériques
différentes.

La complexité des écritures fractionnaires apparait, non pas avec les
syntagmes opératoires qui s’articulent autour d’un seul symbole d’opération
(1/2, ou a/b), mais avec ceux qui s’articulent avec autour de deux symboles
d’opération (3 + 1/ 2) (et plus encore avec comprenant trois symboles
d’opérations ((4 + 6) / (4 +1) (1992, p. 298, 314, 344-348). Reprenant un
exemple cité¢ par Stella Baruk qui avait interrogé un éléve sur l‘écriture
suivante :

<
2=10/5= (4+6)/(4+1) =6/1=6

Jean-Philippe explique la réaction de I’¢éléve qui admettait les deux
simplifications et ne voyait pas pourquoi 1’'une devait s’imposer et non pas
’autre.

Comme elle faisait remarquer que la suite des égalités revient a 2 = 6,
I’¢éléve lui répond « Et alors ». Pourtant, cet éléve voit bien (on le voit dans
la suite de I’entretien) que le nombre 2 n’est pas égal au nombre 6. La
résolution de cette contradiction réside selon nous dans le fait que pour lui
I’ESA 10/5 ne désigne pas le nombre 2, ni [’ESA 6/1 le nombre 6. En effet,
si les écritures sont privées de désignation absente, on ne peut exiger de
I’égalité qu’elle désigne cette désignation absente. En conséquence,
1’égalité joue vis-a-vis des transformations un rdle identique a celui bien
connu en arithmétique, a savoir le signe du résultat d’une opération

L’absence de désignation des fractions entraine a terme celle des relations
et en particulier celle de I’égalité ... et I’égalité 10/5 = 6/1 a peu de chances
de désigner une valeur de vérité (en I’occurrence « Faux »).
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L’absence de dénotation rend donc trés difficile le jugement de correction
posé sur une transformation litigieuse. Pour 1’éléve le débat est percu comme
un échange d’arguments d’autorité (Drouhard, 1992, p. 360-361)

Autrement dit, la transformation des écritures fractionnaires fait apparaitre
une différence profonde entre la substitution opératoire qui porte sur des
expressions incomplétes linéaires et la substitution sémantique qui porte
sur des expressions complétes non linéaires. Le calcul avec des
expressions incompletes fractionnaires constitue le cas ou la substitution
sémantique est déja implicitement prérequise avant méme que 1’on
travaille avec des équations.

La deuxiéme conclusion porte sur la nécessite de faire prendre conscience aux
¢léves de la différence entre le sens d’une expression symbolique et sa
dénotation

Hors d’un discours sur la notion de dénotation méme (autrement dit un
métadiscours sur les expressions mathématiques) le discours reste un
dialogue de sourds ... Pour les éléves il y a bien différence mais pas
contradiction. Pour qu’il y ait contradiction, il faudrait qu’il y ait dénotation
(ibid., p. 374)

Cette conclusion annule-t-elle I’hypothése qui était annoncé dés les premiéres
lignes de la thése et qui est réaffirmée a mi-parcours, a savoir que les ESA
sont indépendantes des nombres qu’elles représentent ? Non ! Car la
distinction de Frege est impossible a faire sur un terme, sur un signe ou sur
une expression incomplete. Aussi dire qu 'un signe, un terme ou un syntagme
opératoire représente un nombre, c’est ne rien dire. SUr un signe, un terme
OU sur une expression, considéres isolément ou pour eux-mémes, on ne peut
pas distinguer le sens et la dénotation. Le faire est arbitraire. On est tout de
suite dans le malentendu et le dialogue de sourds evoqués par Jean-Philippe.
C’est 1a que Jean-Philippe a di abandonner 1’analyse des ESA en termes de
grammaire genérative pour revenir aux analyses semantico-logiques de Frege.
Mais il n’a pas abandonné pour autant le point de vue mathématique.
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Frege, en effet, a successivement donné deux explications différentes de cette

distinction. L’une est mathématique (1971/1891) et 1’autre est cognitive
(1971/1892).

— L’explication mathématique porte sur la nature de I’objet dénoté et c’est
celle que Jean-Philippe a retenue :

Nous avons retenu de la lecture de Frege I’idée que 1’on a intérét (d’un
point de vue logique mais aussi didactique) a considérer la dénotation

d’une expression non pas comme un nombre mais comme une fonction.
(Drouhard, 1992, p. 267)

Et cela le conduit & distinguer le sens d’une fonction et son interprétation :

J’appelle interprétation d’une ESA X dans un cadre donné tout objet qui
correspond a la dénotation de X dans ce cadre (ibid. p. 280).

Cela peut étre un nombre ou tout autre chose, selon le cadre du probleme dans
lequel on utilise une équation (ibid., p. 280).

— L’explication cognitive et €épistémologique porte sur le mécanisme
sémantico-sémiotique du calcul et du raisonnement mathématique. Celui-
ci requiert que l’on se trouve devant DEUX termes, DEUX Signes ou DEUX
expressions incomplétes ayant des sens différents pour discerner le sens et
la dénotation.

On ne fait pas du tout la méme analyse des écritures symboliques algébriques,
selon utilise I’explication mathématique ou I’explication cognitive de la
distinction entre sens et dénotation. Selon I’explication mathématique, la
dénotation ne renvoie a rien d’autre qu’aux trois valeurs de vérité (vrai, faux,
indécidable), ou plus précisément a la seule valeur vraie. Et elle ne concerne
que des expressions complétes. Selon 1’explication cognitive, la dénotation
porte sur deux termes ou deux expressions de sens différents, et elle ne
concerne que des expressions incomplétes, c’est-a-dire des termes, des
syntagmes opératoires et, aussi, des syntagmes nominaux dans les langues
naturelles.
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La conclusion a laquelle aboutit I’analyse linguistique des ESA (correctes)
souléve plusieurs questions est paradoxale et souléve plusieurs questions.

Q. 1 Dans le continuum des écriture symboliques (ci-dessus, Fig. 3) ou se

situe le saut a faire faire aux éléves pour introduire [’algébre
élémentaires ? Avec D’introduction des lettres, ou avec la prise de
conscience entre le sens et la dénotation d’expressions symboliques qui
peuvent étre aussi bien des expressions numériques que des expressions
algébriques ?

Q.2 Si la distinction entre le sens et la dénotation, qui s’avere nécessaire
pour savoir utiliser et transformer et transformer correctement les écritures
symboliques, est-elle une connaissance du méme ordre que la
connaissance des propriétés des nombres et de celle des opérations ?

Q.3 La notion d’écriture symbolique algébrique (ESA), n’est-elle pas une
notion trop globale, et donc inutilisable pour analyser le fonctionnement
des écritures symboliques ? Ne faudrait-il pas d’abord distinguer les
systémes d’écriture symbolique des nombres et I’ensemble des types
d’expressions que 1’on peut former en utilisant ces systémes ? Et ne
faudrait-il pas, ensuite, distinguer les expressions incomplétes (les
syntagmes opératoires) et les expressions complétes (les équations) ?

L’ultime conclusion de la thése porte sur les quatre aspects distincts des ESA
dont la prise en compte est requise pour utiliser et transformer correctement
les ESA

« Comprendre » les ESA, c’est prendre en compte leur syntaxe, leur
dénotation, leur sens, et leur interprétation (Drouhard, 1992, p. 376).

Cette conclusion souleéve la question suivante concernant 1’utilisation de la
distinction de Frege.

Q. 4 La distinction entre dénotation, sens, et interprétation est-elle
pertinente pour analyser leur compréhension d’un point de vue didactique
et non pas seulement mathématique ?
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2.1 LA COMPLEXITE DES ESA : UN IMPLICITE SYNTAXIQUE OU LA
SUPERPOSITION D’UNITES DE SENS DE NATURE DIFFERENTE ?

Le choix de la théorie linguistique de Chomsky présente un intérét. Il permet
de distinguer deux niveaux d’organisation totalement différents. Il y a tout
d’abord celui de la structure profonde ou toutes les régles syntaxiques de
production des expressions completes et des expressions incomplétes doivent
étre explicitées. Il y a ensuite celui de la structure de surface qui est celui de
toutes les expressions possibles que ces régles permettent de produire. Pour
I’enseignement d’algébre élémentaire, ce sont toutes les expressions
numériques, littérales et algébriques que I’enseignement fait utiliser et
calculer, ou demande de produire. Elles remplissent les chapitres de manuels.
La comparaison de ces deux niveaux fait alors apparaitre tout ce qui est
implicite. Suffirait-il alors d’expliciter ce qui est implicite pour que les ESA
cessent d’étre opaques ou fallacieusement transparentes ?

Le probléme est qu’il n’y a rien de commun entre deux types d’explicitation
de I’implicite.

— celle requise pour élaborer un logiciel qui génere des expressions
symboliques et qui les transforme en d’autres, ¢’est-a-dire qui les calcule,

— celle requise pour qu’un éléve reconnaisse visuellement les différentes
unités de sens qui composent toute expression symbolique un peu
complexe comme, par exemple 1’écriture fractionnaire (4 + 6) / (4+1).

Le piége pour la lecture des expressions symboliques est de réduire les unités
de sens d’un syntagme opératoire ou d’une équation a la suite linéaire des
¢léments visuellement séparés par des blancs. C’est ce que 1’on fait lorsqu’on
dit oralement une équation a écrire : on I’épelle ! En réalité les écritures
symboliques algébriques superposent et aplatissent en une succession
linéaire de chiffres, de lettres et de symboles trois types d’unités de sens,
comme nous 1’avons vu dans la section 1.2. Il y a bien évidemment les termes
que I’on énumeére successivement. Ils releévent de systemes d’écriture des
nombres et d’un corpus de symboles d’opération et de relation). Mais il y a
surtout les unités de sens qui sont formées par des regroupements de termes.
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Et ici, il est crucial de bien séparer les expressions complétes (les équations)
et les expressions incomplétes que nous avons aussi appelé « syntagmes
opératoires ». Les syntagmes opératoires présentent un type de difficulté bien
connu, celui de I’ordre des opérations. La transformation des syntagmes
opératoires est indépendante de la résolution des equations, méme si celle-ci
I’implique.

Reprenons le cas particulier des fractions qui sont des syntagmes opératoires.
Jean-Philippe dans sa these les a analysées comme si leur calcul impliquait
une expression compléte, et cela 1’a conduit a mettre en évidence une impasse
didactique (ci-dessus, 2). En réalité, il s’agit d 'un syntagme opératoire qu’il
faut délinéariser en le visualisant comme un arbre d’opérations. En voici un
exemple en partie emprunté a un manuel, paru il y a presque quarante ans, et
dont I’originalité était d’expliquer les écritures symboliques, parce que c’est
avec l’écriture des nombres et celles de lettres, représentant des nombres ou
des ensembles de nombres, que [’on travaille®. Cet exemple montre la
nécessité de distinguer des degrés de complexité¢ dans D’écriture d’un
syntagme opératoire. Le degré de complexité dépend a la fois du nombre de
symboles d’opération et de I’ordre des opérations.

Nombre Nombre de Nombre de Diagramme des Condition
d’unités de syntagmes NIVEAUX opérations frégéenne de
sens opératoires D’UNITES DE réécriture
¢lémentaires SENS
atb
2 5 2 1 NON
a2 + 7 3 2 NON
b/2

Figure 4. Analyse du degré de complexité des syntagmes opératoires

® Deledicq et Lassave (1979, p. 80)
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Ce type de visualisation, congruent a 1’ordre de priorité des opérations, vaut
toutes les explications verbales pour expliquer ou justifier la procédure de
calcul des syntagmes opératoires.

La résolution des équations exige au contraire un type de substitution que
nous avons appelé la condition frégienne d’invariance de la dénotation. Et la
nous touchons au deuxieme point de clivage.

2.2 LA DENOTATION DES EXPRESSIONS SYMBOLIQUES : UNE
FONCTION MATHEMATIQUE OU L’INVARIANCE D’UNE
DESIGNATION EN UTILISANT  DEUX  EXPRESSIONS
DIFFERENTES ?

Nous retrouvons ici les deux explications données par Frege que nous avons
évoquees plus (supra, Il) : I'une mathématique, et 1’autre cognitive.

La premiére est celle retenue par Jean-Philippe dans sa these et reprise dans
les travaux ultérieurs. Elle revient a appliquer la distinction entre sens et
dénotation a une seule expression symbolique considérée pour elle-méme,
c’est-a-dire a chaque expression symbolique considérée indépendamment de
la précédente, ou de la suivante, dans un calcul ou un processus de résolution.
Le sens et la dénotation d’une expression apparaissent alors comme deux
aspects associés et cependant entierement indépendants I’un de ’autre :

Le sens d’une expression A et la dénotation de cette expression A

Cela conduit a identifier le sens de I’expression a I’objet dénoté, c’est-a-dire
une fonction ou une valeur de vérité indépendante du sens de 1’expression.
C’est pourquoi Jean-Philippe prend toujours soin de préciser que la
dénotation d’une équation n’est pas un nombre. Cela se justifie
mathématiquement « ...puisqu’une equation du second degré avec des
coefficients réels peut avoir deux ou aucune solution (réel). Mais, pour une
équation du troisieme avec des coefficients réels on a toujour solution réel
(une ou trois) ».

Mais ce choix est paradoxal, dans la mesure ou la problématique de Jean-
Philippe était d’analyser la spécificité propre aux ESA, indépendamment de
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ce que les différentes expressions représentent mathématiquement.

L’explication cognitive est totalement différente. Elle revient a appliquer la
distinction entre sens et dénotation a DEUX EXPRESSIONS SYMBOLIQUES pour
expliquer le mécanisme du calcul, et non pas a une seule comme on le fait
depuis Russell (1905). Calculer, ¢’est substituer de maniére non tautologique
une expression B a une expression A dont le sens est différent de B, mais en
gardant invariante la dénotation de A, c’est-a-dire ce que A désigne.
Appliquée aux phrases de la langue naturelle, cette distinction permet de
rendre compte de la cohérence ou de I’incohérence d’un enchainement de
propositions dans un raisonnement, dans une argumentation ou dans une
description. Ainsi le mécanisme de substitution qui fonde le calcul, tel que
Frege I’explique dans ’article de 1892, peut étre schématisé de la manicre
suivante :

MEME DENOTATION
4 )

. o u
"""""
. 0
""""
. L7}
----
(3 e

Expression symb. de SENS B

D

Expression symb. de SENS A

I
L

<
<

Substituabilité ['une a
lautre des deux
expressions

Figure 5. Schéma du mécanisme de substitution de toute opération de calcul

Les deux fléches en trait plein représentent les deux substitutions possibles
d’une expression A a une expression, en fonction de celle qui est donnée au
départ. Cette substitution n’est possible que sous la condition d’'une méme
dénotation, c’est-a-dire dire d’une équivalence sémantique. Pour le calcul des
syntagmes opératoires, l’expression « salva suppositione » est plus
appropriée que I’expression salva veritate, qui n’est pertinente que pour les
expressions completes.
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Deux observations permettent de voir I'importance cruciale de cette
explication cognitive pour une théorie de la compréhension et de
I’apprentissage des écritures symboliques par les €leves.

La premiére porte sur la comparaison entre deux manicres d’écrire ou de
représenter les nombres, 1’une en termes de sens élémentaires, et 1’autre en
termes de syntagmes opératoires. Quelle différence, par exemple, entre les
écritures

«4» et (+1+1+1)ou(2+2)ou(2x2)ou(6-—4),ouencore(8/2)?

D’un cété, il n’y a aucune différence entre sens et dénotation pour I’écriture
4, comme pour toutes celles résultant de la seule utilisation d’un systéme
numérique de position en base n. Et cela pour une raison tres simple expliquée
par Saussure. Les signes n’existent pas par eux-mémes. Les signes ne sont
des signes qu’a Dintérieur d’un systéme sémiotique, dans lequel ils
s’opposent entre eux comme des valeurs de choix pour signifier ou désigner.
Le sens d’un signe est sa valeur de choix. Ainsi la seule utilisation d 'un chiffre
ou de plusieurs chiffres dans le systéme décimal dénote automatiquement un
nombre. Et il n’y a pas de substitution possible. Pour que les chiffres 0 et 1,
6, par exemple changent de dénotation, il faut qu’ils changent de sens et, pour
cela il faut changer la base du systéme.

De I’autre c6té, la distinction entre sens et dénotation s’impose cognitivement
et didactiqguement avec les syntagmes opératoires les plus simples (2 + 2) ou
(2 x 2). Il n’y a donc pas besoin d’attendre I’introduction des écritures
fractionnaires, comme Jean-Philippe le pensait, pour que la prise de
conscience de cette distinction devienne une condition nécessaire de la
compréhension des écritures symboliques. Sinon, chaque fois que le
deuxiéme membre d’une expression compléte ne comporte qu’une seule unité
élémentaire de sens,

2x2 =4 2x = 4

le symbole « = » sera automatiquement compris comme le résultat d’un
calcul. Et cela crée un obstacle qui sera insurmontable, non seulement pour



443

comprendre les lettres comme des variables et, surtout pour comprendre
qu’une équation puisse avoir plusieurs solutions

x> =4

La deuxieme observation porte sur la mise en équation. La mise en équation
des données d’un probléme est le test par excellence pour une acquisition
significative et utile de connaissances en algebre. Car sans cela les éléves ne
pourront jamais utiliser des équations pour résoudre des problémes, méme
des problémes d’application concréte d’une formule. Rappelons-nous, ici que
dans les enquétes PISA, ce n’est méme pas cela qui est demandé, mais
seulement 1’utilisation d’une formule qui est donnée dans 1’énoncé (Duval,
Pluvinage, 2016). Or la mise en équation exige que les éléves aient pris
conscience de la nécessité d'une double désignation d’'un méme objet.
Autrement dit, il faut « savoir » écrire par soi-méme, et spontanément, deux
expressions symboliques de sens différents.

Une expression étant la lettre choisie pour désigner I’'une des données du
probléme, la deuxiéme peut étre une deuxiéme lettre ou un syntagme
opératoire construit avec cette lettre pour désigner fonctionnellement 1’autre
donnée du probleme. Mettre en équation les données d’un probléme consiste
a changer le registre de représentation dans lequel les données sont
présentées.

Le schéma ci-dessous montre la complexité des opérations cognitives a mettre
en ceuvre. En prenant structure élémentaire des problemes deux données sont
présentées et ou il faut trouver une troisieme donné manquante, le schéma ci-
dessous montre la complexité des différentes opérations de cognitives de
substitution dont il faut avoir pris conscience.
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deux désignations A et B

e d’un méme objet T
données A de données B de
I’énoncé a ; : I’énoncé
DEUX Méme dénotation
. salva denotatione .
EXPRESSIONS Expression A Expression B
INCOMPLETES 3)
(D (2)
UNE _
EXPRESSION
COMPLETE
LE CALCUL ECRITURE (€ == m =i < ==== REECRITURE de
AVEC UNE
EXPRESSION I’expression Méme dénotation I’expression
COMPLETE compléte salva veritate compléte

Les deux premiéres lignes correspondent aux opérations de mise en équation
des données d’un probléme. Elles sont marquées par les trois fléches
numerotées. Mais la troisieme verticale est radicalement différente des deux
premiéres. Elle suppose la prise de conscience de la distinction de Frege. La
derniere ligne concerne le calcul qui est une suite de substitutions les unes
aux autres d’expressions symboliques écrites, que ce soit dans une égalité
numeérique, dans une formule littérale ou dans une équation. Le probléme «
n/L = 140. Si n = 70 combien vaut L ? » (Duval, Pluvinage, 2016, p. 119-
121). Ces substituions supposent aussi une prise de conscience de la
distinction de Frege, mais en un sens purement formel (les deux fléches
pointillés). La dénotation concerne la valeur de vérité de 1’expression
complete. Il est donc essentiel de ne pas confondre [’équivalence salva
denotatione et I’équivalence salva veritate qui peut étre une identité (ci-
dessus § 1.2).

Et, bien évidemment, prendre conscience ce n’est pas connaitre, mais
reconnaitre. Ce n’est pas acquérir une connaissance et un savoir ou un savoir-
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faire, mas devenir capable de telles acquisitions.

2.3 ECRITURE ET SEMIOTIQUE : LES SIGNES PUREMENT ECRITS
DE L’ALGEBRE SONT-ILS ENCORE DES SIGNES ?

L’autonomie sémiotique des signes, qui s’est imposée avec 1’algebre, s’est
faite au prix d’une neutralisation totale de leur fonction cognitive d’évocation
de quelque d’autre. Cette neutralisation a eu deux conséquences
révolutionnaires pour le développement des mathématiques : la suppression
de la distinction entre signifiant et signifié et également la suppression de leur
valeur d’opposition au sein d’un systéme sémiotique, ce qui n’est pas le cas
pour I’écriture des nombres (Duval, 2006, p. 82). Leibniz est le premier a en
avoir percu la nouveauté radicale pour la pensée mathématique et pour la
maniére de travailler en mathématiques. Dans un texte de 1684, donc peu
apres la formation de 1’écriture algébrique moderne, il note :

. cette pensée 1a, j’ai coutume de I’appeler aveugle ou encore
symbolique... ; c’est celle dont nous usons en algébre et en
arithmétique... (Leibniz, 1972, p. 152-153).

Autrement dit, les signes purement écrits de 1’algébre sont-ils encore des
signes dans le sens ou 1’on parle de signes en dehors de 1’algebre et des
systémes d’écriture des nombres ? Pour bien comprendre cette question, il est
important de ne pas confondre trois types d’écriture : les écritures
signifiantes, les écritures conceptuelles et les écritures symboliques.

Les écritures signifiantes sont toutes les écritures alphabétiques qui
transcrivent la parole ou tout discours en langue naturelle (supra, Fig. 2).
Elles requiérent une oralisation vocale, sub-vocalisée ou dans la téte,
compléte ou par échantillonnage, dont la rapidité varie considérablement
selon le type de texte. Le premier schéma d’analyse sémiotique développé par
les stoiciens, et distinguant le signifiant, le signifié¢ et I’objet dénoté par le
signe s’applique au langage naturel et aux écritures alphabétiques. C’est ce
schéma qui s’est imposé jusqu’a Peirce. Autrement dit la distinction entre le
signifiant et le signifi¢ d’un signe est une distinction logico-linguistique, et
non pas mathématique (Duval, 2006, p. 93).
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Les écritures conceptuelles sont celles dans lesquelles les mots, les symboles
ou les schémas représentent une connaissance, de maniere plus ou moins
conventionnelle. Ici ¢’est un concept qui est le signifi¢ d’un signe, que ce soit
un mot ou un symbole. Autrement dit, 1’acquisition de concepts est la
condition essentielle pour comprendre ce qui est écrit ou schématisé. Il ne
suffit plus alors de savoir lire, ou d’avoir une bonne maitrise de la langue,
pour comprendre les écritures conceptuelles. Cela n’est d’ailleurs pas
nécessaire. Il faut avoir la compréhension des concepts et non pas des mots.

Dans la plupart des études didactiques sur 1’algébre, les écritures algébriques
sont assimilées a des écritures conceptuelles qui sont plus économiques et qui
seraient plus simples. L utilisation du symbolisme mathématique doit alors
étre subordonné a des connaissances mathématiques. Ce postulat théorique a
longtemps été prédominant en didactique et méme en didactique de 1’algebre.
G. Vergnaud ’a parfaitement formulée en conclusion de son article « Les
champs conceptuels » :

Je me contenterai pour terminer de formuler la thése suivante : le
symbolisme mathématique n'est a rigoureusement parler ni une condition
nécessaire ni une condition suffisante de la conceptualisation ; mais il
contribue a cette conceptualisation, notamment pour la transformation des
catégories de pensées mathématiques en objets mathématiques. Le langage
naturel est le moyen essentiel de représentation et d'identification des
catégories mathématiques, mais il ne posséde pas, autant que les
diagrammes, les formules et les équations, le laconisme indispensable a la
sélection et au traitement des informations et relations pertinentes. Cette
importance accordée au symbolisme n'empéche pas que, en dernier
ressort, c'est l'action du sujet qui constitue la source et le critere de la
conceptualisation (Vergnaud, 1990, p.166).

Les écritures symboliques sont les écritures qui n’utilisent que des chiffres,
des lettres, des symboles d’opérations, des symboles de relation et des
symboles de quantification. Autrement dit, ce ne sont que des caractéres qui
ne se distinguent que par leurs formes et par les regles de leurs groupements.
Leur fonction n’est pas cognitive mais purement opératoire. Les suites qu’ils
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permettent de tracer permettent de substituer des expressions a d’autres
expressions sans avoir a tenir compte ni de leur signifié, ni de leur sens, ni
de leur dénotation, ni méme de la mobilisation de propriétés mathématiques.
C’est ce que Hilbert a expliqué dans le texte ou il pose le probleme de la
décidabilité en arithmétique, probléme qui a conduit Turing a imaginer une
machine sémiotique autonome pour effectuer des calculs, et a développer la
notion de programmation.

Pour que le raisonnement logique soit sar, des objets extra-logiques discrets
doivent étre donnés en tant que vécu immeédiat pour toute pensée... leur
présentation, leur différenciation, leur consécution devant étre accessibles
dans une intuition immédiate... Lorsque j'adopte ce point de vue, les objets
de la théorie des nombres sont les signes eux-mémes dont la configuration
peut étre reconnue par nous de fagon générale et certaine... La-dessus
repose la position philosophique solide que je tiens pour indispensable a la
fondation de la mathématique pure, aussi bien qu'a toute pensée,
compréhension et communication scientifiques : au commencement est le
signe (Hilbert, 1992)

Autrement dit, avec les écritures symboliques, les signes peuvent étre réduits
a des objets, c’est-a-dire a la forme d’un caractére ou d’une suite de caractéres
que I’on utilise indépendamment de ce que les caracteres pourraient signifier,
pour ne garder que leur puissance de calcul.

La difficulté a laquelle les travaux de Jean-Philippe se sont heurtés est d’avoir
analysé les écritures algébriques comme si elles pouvaient étre a la fois des
écritures opératoires et des écritures conceptuelles, sans méme exclure
qu’elles soient aussi des écritures signifiantes.

Cette difficulté n’est évidemment pas propre aux travaux de Jean-Philippe.
On la retrouve dans presque toutes les recherches didactiques sur
I’enseignement de 1’algebre élémentaire au Colleége. Toutes les écritures
symboliques, arithmétiques ou algébriques, sont introduites comme des
écritures conceptuelles. Et toutes les théories sémiotiques utilisées pour
analyser sont des théories généralistes des signes qui ne prennent pas
réellement en compte la rupture entre le langage parlé et [’écriture, entre les
connaissances mathématiques et les autres types de connaissances, entre ce
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qui reléve d’un support de communication et ce qui reléve d’un systeme de
traitement. Avec toutes les théories globalisantes de la notion de signe, il
devient impossible de saisir et de prendre en compte la spécificité des
écritures symboliques algébriques par rapport aux deux autres types
d’écriture, ainsi que leur irréductibilité aux autres registres de représentation
sémiotique.

Enfin, il y a une caractéristique primordiale des unités élémentaires de sens
que sont les chiffres, les lettres et les symboles d’opérations — ¢’est-a-dire
les unités ¢lémentaires de sens qu’on appelle habituellement des « signes » -
c’est LEUR OCCURRENCE, c’est a dire le nombre de fois ou elles apparaissent
dans une expression complete. Ce sont les occurrences d’une lettre, ¢ est-a-
dire leur nombre et leur place dans les expressions algébriques, qui
constituent la base du calcul algébrique. La simplification des syntagmes
opératoires, qui peuvent étre plus ou moins complexes, repose sur la réduction
du nombre des occurrences de 1’une des trois unités de sens ¢lémentaires qui
les composent. De méme la résolution d’une €quation requiert le déplacement
d’un membre a I’autre de certaines unités de sens de maniéres a séparer les
syntagmes opératoires comprenant des lettres et ceux purement numeériques
(Duval, Pluvinage, 2016, p.148-150). Le calcul algébrique et la résolution des
équations reposent fondamentalement sur la reconnaissance visuelle des
occurrences de lettres et de la forme de leurs arrangements dans les
syntagmes opératoires. Le calcul algébrique est « formel » au sens visuel du
terme. Mais, évidemment, cela requiert que l’on puisse rapidement
reconnaitre les différents types d’unités de sens qui constituent une expression
symbolique compléte. Certes ce processus peut étre squeezé pour la
résolution des équations du premier degré. 1l devient central pour celle des
équations du second degré. Et I’obstacle pour les éléves sera d’autant plus
grand qu’on ne I’aura pas pris en compte pour introduire 1’algébre élémentaire
la résolution des égalités numériques ... a trou ! (Duval, 2015, pp. 62-67).

La différence entre le calcul numérique et le calcul algebrique n’est pas dans
le recours a une lettre. Elle tient au fait que dans le calcul numérique, le
résultat du calcul aboutit toujours a un nom propre de nombre, et non pas
seulement a un autre syntagme opératoire, lequel peut toujours étre réduit a
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un nom propre de nombre. Un nom propre de nombre est I’écriture d’un
nombre résultant de la seule mobilisation d’un systéme de numération (3, 14,
144)). On peut ainsi reconnaitre si deux ecritures numériques différentes
(2+4) et (2 x 3) ont le méme nom propre ou si, selon le critére de Hilbert, ce
sont les mémes signes que 1’on retrouve. Et de méme pour la résolution des
équations du premier degré que 1’on peut donner aux éléves. Le résultat est
vérifiable parce c’est un nom propre et que la (ou les deux) lettre(s) utilisée(s)
ont un statut d’inconnue.

Ce que Jean-Philippe a appelé « les écritures symboliques algébriques »
couvre toute la gamme des écritures symboliques permettant d’utiliser des
algorithmes. Cela va du calcul numérique avec les entiers jusqu’a la
résolution des équations, en passant bien évidemment, par le calcul avec les
décimaux, puis avec les fractions pour les rationnels. Les ESA constituent un
continuum. Ce continuum ne peut étre percu et étudié¢ qu’a I’échelle du
curriculum d’un enseignement mathématique commun pour tous les éléves,
au Primaire et au College). Il est totalement occulté a 1’échelle locale de
I’organisation de séquences didactiques, c’est-a-dire de séquences de
quelques semaines dont 1’objectif d’acquisition est un contenu mathématique
local, qui n’est que I’'une des multiples composantes d’une connaissance plus
globale, objectif final d’acquisition au terme d’un cycle de trois ou quatre
années d’enseignement ! Dans ce continuum, le seuil décisif pour entrer dans
’algebre n’est pas I'introduction des lettres, ou la généralisation qu’elles
permettent, mais la prise de conscience de la différence entre la dénotation
des expressions symboliques et leur sens. Cette prise de conscience doit se
faire bien avant I’introduction des lettres. Les difficultés auxquelles les éléves
se heurtent dans I’apprentissage de l’algebre élémentaire ne sont que le
syndrome de 1’absence totale de cette prise de conscience.

Le deuxiéme apport des travaux de Jean-Philippe est donc d’avoir considéré
toutes les « écritures symboligques algébriques » comme formant un tout. Elles
ont ceci de commun qu’elles relevent toutes d’un méme ensemble de régles
de formation et que leur sémantique et une sémantique frégéenne. Pour
désigner ce tout, nous avons parlé de régles d’un « continuum ». Jean-
Philippe, lui, a repris le terme « registre » en spécifiant « registre algébrique
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». En ce sens nous ne pouvons qu’étre d’accord. Car, en reprenant ce terme,
il souligne le fait que toutes les expressions symboliques doivent étre
envisageées pour elles-mémes, et qu’elles sont radicalement différentes de la
langue maternelle utilisée pour les interactions verbales en classe. En ce sens,
si les écritures symboliques sont un langage, c’est une langue qui est plus
étrangeére que les langues étrangeres que les éleves doivent apprendre a parler.
Malgré cela, on continue de croire, en en restant au seul point de vue
mathématique, que les écritures symboliques seraient plus simples et plus
rapides & apprendre ! Eh bien, il va falloir écouter Jean-Philippe qui n’a cessé
d’expliquer le contraire.

*

**k*

Comment faire reconnaitre, au premier coup d’ceil, les différentes unités de
sens emboitées dans une expression symbolique, et comment faire prendre
conscience de la différence entre le ou les sens d’une expression symbolique
et ce qu’elle dénote ? Jean-Philippe avait souligné le caractére crucial de cette
question pour la compréhension et I’apprentissage de I’algebre par tous les
éléves. Il avait aussi constaté que les théories didactiques, en donnant la
priorité au point de vue des enseignants en classe et aux contenus
mathématiques qu’ils ont a faire acquérir, n’y apportent aucune réponse. Les
travaux de Jean-Philippe ne lui ont pas davantage permis d’avancer sur cette
question. C’est 1a la limite de la problématique méme de ses recherches.
Pourquoi ?

Cette question de la compréhension et de 1’apprentissage du registre des
écritures symboliques exige une approche cognitive en termes de registres.
Or laregle d’or d’une telle analyse est qu’un registre ne peut étre analysé qu’a
partir des variations que I’on fait dans un autre registre. Autrement dit pour
analyser le registre écritures symboliques, il faut prendre en compte plusieurs
couples de registres, a l'intérieur desquels les conversions directes et les
conversions inverses doivent d’abord étre étudiées pour elles-mémes :
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- (Ecritures symboliques et langage naturel),

- (Ecritures symboliques et graphiques cartésiens),
- (Ecritures symboliques et Schémas),

- (Ecritures symboliques et tableaux),

- (Langage naturel et tableaux).

La problématique de Jean-Philippe est restée fondamentalement une
problématique mono-registre. Cela en constitue 1’intérét et 1’apport,
puisqu’elle a contribué a mettre en évidence la complexité du fonctionnement
et de la mobilisation des « Ecritures Symboliques Algébriques » pour les
éléves au College.

C’est I’écriture, et non pas seulement le langage et la parole, qui a été le seuil
décisif dans I’évolution de I’humanité. La naissance de I’écriture ne marque
pas seulement les débuts de I’histoire, elle a permis le développement de la
connaissance, et en particulier des mathématiques. Cela attire I’attention sur
un point fondamental caractéristique de I’activité mathématique. On ne peut
faire de mathématiques sans d’abord écrire. Les mathématiques s écrivent.
Elles ne se racontent pas réellement... sans écrire ou griffonner sur quelque
chose. L’écriture est I’'un des facteurs primordiaux du développement
cognitif de la pensée, car elle permet une objectivation que I’'immédiateté du
dire et du vouloir dire de la parole rend impossible (Duval, 2000).

Les écritures symboliques algébriques sont radicalement différentes de toutes
les écritures dont la fonction premiere est de coder visuellement la parole, de
la fixer, pour présenter le développement complet de son expression. Méme
si les équations remontent aux babyloniens’, elles ne sont apparues que trés

T L’histoire commence en Mésopotamie. Catalogue de I’exposition au Musée de Louvre-
Lens, nov.2016-janv.2017. On peut voir, entre autres, les reproductions de deux prismes
gravés en écriture cunéiformes de la période 1749-1712 av. J.-C. Pour I’un, les faces
correspondent a des tables numériques et métrologiques, et, pour ’autre, a huit problémes
portant sur des rectangles et des briques (n. 261 et 262, p. 240-241). Or les premiéres tablettes
écrites sur I’argile en cunéiforme remontent a 3300-3000 av. J-C., (Fig. 66, p. 217).
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tardivement® Et elles se sont constituées en moins de deux siécles de Cardan
et Viete a Descartes et Leibniz.

Et, d’autre part, le focus de I’attention se trouve en partie déplacé des mots
ou des syntagmes nominaux a ces unités de sens supérieures que sont
équations et les propositions. C’est pourquoi 1’écriture remplit des fonctions
de distanciation, d’objectivation, de contrdle, et finalement de prise de
conscience que la parole et les interactions verbales ne permettent pas
d’accomplir. Ecrire structure la pensée. Ce n’est pas en parlant qu’on
apprend a écrire.

Les écritures symboliques, qu’elles soient numériques ou algébriques (ESA),
sont opératoires et purement opératoires. Cela veut dire que leur seule
fonction est de permettre des opérations algorithmisables de substitution
d’expressions symboliques a d’autres expressions symboliques, en fonction
des occurrences de signes qui les composent. Cela implique, évidemment,
que I’on dispose d’un systéme de numération qui fonctionne comme systéme
sémiotique au sens de Saussure. C’est pourquoi les écritures symboliques ne
sont d’aucune maniére commutable avec la parole. Car ces opérations de
substitution ne sont pas possibles avec I’utilisation, méme seulement mentale,
du langage naturel. Et inversement, les opérations d’association de mots et
d’idées, qui font la puissance du langage naturel, sont impossibles avec les
écritures symboliques.

Le langage naturel et les écritures symboliques sont deux registres de
représentation sémiotique irréductibles 1'un a P’autre. Du point de vue
mathématique, le registre des écritures symboliques est devenu le registre par
excellence des mathématiques. Mais du point de vue didactique, il y a un
double travail a faire, sur les opérations de désignation propres & chacun de
ces deux registres, et sur la non congruence des conversions dans le passage
de I’un a I’autre.

8 F. Pluvinage, qui vient de nous quitter, a attiré I’attention sur la coincidence entre
I’apparition des écritures symboliques et le développement de I’imprimerie qui a imposé la
standardisation des caractéres (Duval et Pluvinage, 2016, p. 130).
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Contre I’emploi équivoque du mot « langage » en didactique, Jean-Philippe a
mis en évidence I’autonomie et la puissance incomparable de 1’écriture par
rapport a la parole.

PERSPECTIVES

L’enseignement et I’apprentissage de 1’algebre ¢lémentaire au Collége sont
organisés selon une progression faite (re)- « construire » 1’analyse
mathématico régressive évoquée dans I’introduction. L’analyse sémio-
cognitive des écritures symboliques sort totalement de ce cadre. Il s’agit de
s’intéresser aux exigences et aux difficultés d’apprentissage de ’algebre
avant d’organiser leur enseignement. Son objectif est la prise de conscience a
la fois des opérations discursives qui d’un c6té sont spécifiques a la langue
naturelle et, de I’autre aux écritures symboliques, pour briser le mur de verre
qui les sépare. Ces extraits ont été faits pour que les enseignants puissent
s’approprier eux-mémes cet outil d’analyse pour saisir les causes profondes
des blocages de 1’¢éléve et élaborer des taches dont 1’objectif soit cette prise
de conscience par les éleves. Est-ce possible ? Et quelles taches élaborer pour
atteindre cet objectif dés la premiére année de College, ou tout au moins a la
fin de fin de la seconde année pour 80% des éléves ? En réalité ces objectifs
ne peuvent étre pleinement atteints que s’ils sont d’abord poursuivis durant
les deux premieres années du College. Ce qui implique qu’ils soient
explicitement intégrés dans I’organisation des programmes !!! Car ils
concernent la face cachée de I’activité mathématique et non pas la face
exposée.

En tout cas, le suivi régulier, durant trois années, d un éléve en échec complet,
que Jean-Claude Rauscher présente dans Le Cas Jonathan, montre tout ce
cette analyse apporte. Mais elle ouvre un immense chantier. Car en
accompagnant Jonathan, il a fallu peu a peu inventer des taches radicalement
nouvelles pour que Jonathan commence a discriminer les multiples
expressions qui combinent des chiffres, des lettres et des symboles
d’opération. Et surtout une demande plus complexe et plus redoutable s’est
vite formulée. Comment les enseignants peuvent-ils mettre en ccuvre eux-
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mémes un accompagnement personnel de chacun de leurs éleves, alors qu’ils
n’ont déja pas assez de temps pour faire le programme de 1’année ?

Revenons maintenant sur les différences d’approche entre 1’analyse des
écritures  symboliques algébriques de Jean-Philippe et celle du
fonctionnement sémio-cognitif que ces écritures présupposent. Tout d’abord
le réel point de rencontre de ces deux approches porte sur le réle crucial que
la distinction de Frege entre sens et dénotation y joue. La divergence vient ce
que I’approche de Jean-Philippe est unilatérale. Elles ne portent que sur les
écritures algebriques, sans prendre aussi en compte ni le fonctionnement
propre de la langue naturelle, ni la question de leur coordination cognitive.
Cette divergence apparait dans le choix qu’il a fait de préférer le mot «
implicite » a ’expression « illusion de transparence ». D’une problématique
centrée sur un probléme crucial d’apprentissage de I’algébre, on a glissé a une
problématique d’algorithmisation des écritures algébriques a des fins
d’enseignement. Peut-on dire des algorithmes, au moins durant la période de
formation initiale des jeunes éleves, ce que Leibniz disait déja des signes ?
L’enseignement de 1’algebre oblige a se poser cette question.
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ANEXO 2

Le cas Jonathan

Le complexe de I’algebre

Jean-Claude RAUSCHER

« Ils sont fous en math. 1ls ne savent pas ce qu’ils veulent... »
Jonathan

Résumé

Cette étude présente I'accompagnement durant trois ans, de la quatrieme a
la seconde, d’'un éléve qui était complétement bloqué en algebre. Il
confondait toutes les écritures d’expressions numériques et algébriques,
ainsi que tous les termes désignant des opérations de calcul a faire.
L'accompagnement a d’abord consisté a l'aider dans ses devoirs qui
portaient sur trois champs de taches mathématiques : transformation
d’expressions algébriques, résolution d’équation, mise en équation pour
résoudre des problemes. Ces trois champs lui paraissaient sans rapport. Pour
I"aider a comprendre, il a fallu inventer des activités portant a la fois sur des
substitutions d’écritures d’expressions dans le calcul numérique et
algébrique et sur [larticulation du langage avec les écritures
correspondantes. Cela a entrainé un changement complet d’attitude. Il a
alors été possible de commencer a lui faire comprendre la mise en équation
et la résolution de probléme.

Le but de cette étude clinique est, d’une part, de faire entendre la voix d’un
éléve face aux activités et aux taches algébriques proposées en classe, et,
d’autre part de mettre en évidence la complexité sémio-cognitive de ces
activités et de ces taches. Pour cela nous décrirons I’évolution de Jonathan
en abordant les points suivants : I'analyse sémio-cognitive des activités en
algebre, les transformations d’expressions algébriques, les résolutions
d’équations, la mise en équation d’'un énoncé de probléeme, I'analyse
rétrospective de la complexité de la mise en équation des données d’un
probléeme et les premiers pas en algébre faits par Jonathan. Nous
terminerons par les perspectives que I'évolution de Jonathan peut ouvrir aux
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enseignants sur la maniere de faire entrer leurs éleves dans Ia
compréhension de I'algebre et dans l'utilisation des équations.

Le contexte

Tout a commencé en Janvier 2016, fortuitement. Jonathan était un éléve en
difficulté scolaire, en particulier en mathématiques. Je I'ai rencontré quand
il était en 4°™ par lintermédiaire de ses parents. Je leur ai proposé
d’accompagner Jonathan de fagon souple (et bien sGr non rémunérée). lls
ont accepté. La demande initiale de leur part était qu’il ait « au moins la
moyenne dans ses notes ».

De son c6té Jonathan clamait haut et fort qu’il n’aimait pas cette discipline
et qu’il ne voyait pas a quoi ca servait. Néanmoins, c’était un éléve « sage ».
Par la suite, au début de notre cheminement, il m’a confié a plusieurs
reprises qu’il se pliait a ce suivi dans I'espoir ne pas se faire remarquer
négativement par ses professeurs et pour avoir des notes qui feraient plaisir
a ses parents. C’est ainsi que je me suis trouvé lancé, semaine apres semaine
dans les périodes scolaires, et parfois aussi pendant les congés, dans des
rencontres réguliéres avec Jonathan. Et nous n’avions pas imaginé alors
qu’elles dureraient trois ans. De Janvier a Juin. 2016, lorsqu’il était en 4°™e,
Puis I'année 2016/2017 en 3®™¢ 3 |a fin de laquelle il a réussi le certificat de
fin d’études au collége appelé « Diplome National du Brevet ». Il avait alors
le désir faire un apprentissage dans les métiers de la peinture, mais cela lui
a été refusé car il était trop jeune. Enfin, en 2017/2018, il se retrouva en
seconde dans un lycée professionnel dans la section « collaborateur
d’architecte ». Puis en avril 2018, a la suite d’un stage dit d’immersion, il a
été accepté dans une section préparant aux métiers de la peinture. C'était
une formation qui correspondait a son désir.

Cela a été pour moi une véritable aventure. J’ai pu observer la profondeur
des difficultés auxquelles Jonathan se heurtait dans I'approche de I'algebre
élémentaire. Et surtout j’ai pu voir combien, mois aprés mois, année apres
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année, rien ne changeait réellement pour Jonathan. Les mémes difficultés
profondes réapparaissant quelles que soient les activités et les taches
mathématiques proposées en classe. Et cela m’a conduit peu a peu a
élaborer des activités et des taches radicalement distinctes, pour les
proposer a Jonathan. En espérant qu’elles I'aideraient a franchir ce premier
seuil invisible qui rend I'algebre incompréhensible a beaucoup plus d’éléves
gu’on ne le pense. Et pour Jonathan cela a été un trés lent travail de prise de
conscience de la maniére de travailler avec des écritures symboliques. C'est
I’évolution du déroulement de nos rencontres et de ce qu’elles ont apporté
gue je vais présenter.

1. Le déroulement de nos rencontres

Soit face a face, soit cote a cbte, le travail que nous effectuions en priorité
était en général dicté par ses « devoirs scolaires » et cela, souvent en
urgence : un devoir a faire a la maison, des exercices inscrits dans le cahier
de texte, ou la préparation d’une évaluation, etc.

Dés le départ, jai vu que le chantier serait immense, il paraissait
décourageant méme. D’emblée je constatais que Jonathan était
complétement bloqué par les calculs avec les nombres entiers. Ces
difficultés I'inhibaient dans les taches mathématiques proposées en classe.
Dés le début, et parfois pendant les congés scolaires, j’ai donc proposé a
Jonathan des taches mathématiques dans le domaine des nombres entiers,
taches indépendantes de celles demandées en classe. Me faisant confiance,
il s’y pliait volontiers. Par la suite bien sir ces activités paralléles ont
concerné aussi le domaine de I'algebre. Jonathan a donc été confronté avec
moi a deux sources d’activités ou de taches : celles qu’il rencontrait a I'école
qui étaient sa préoccupation premiere et celles que j'inventais au fur et a
mesure de nos rencontres en fonction des observations et analyses que je
faisais. C’est ainsi que s’est installé et déroulé le compagnonnage avec
Jonathan de la 4°™¢ en collége jusqu’a la fin de la seconde professionnelle en
lycée.
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La nécessité de noter les observations aprés chaque séance de travail pour
pouvoir réellement accompagner Jonathan s’est vite imposée. C’'est a partir
de ces notes que je vais rapporter le cheminement de Jonathan durant
presque trois années. Il a fallu revenir sur les difficultés rencontrées, et non
surmontées, au niveau des activités numériques, du calcul avec les nombres
négatifs, puis avec les écritures algébriques. Il a fallu évidemment des taches
spécifiques qui a la fois m’aidaient a comprendre les raisons de ses blocages
et de ses confusions, et qui lui permettaient de comprendre les taches
mathématiques demandées en classe. Ces notes me permettent ainsi
aujourd’hui de décrire I’évolution de Jonathan face aux apprentissages en
mathématiques, évolution qui se comprend par la relation de confiance qui
s’est installée et affirmée entre nous et qui lui a permis petit a petit de
changer d’attitude : tout d’abord « tenir » puis et dans un deuxieme temps
d’accepter les innovations proposées et de s’y intéresser, ce qui lui a permis
d’accéder a de véritables activités mathématiques.

La premiére étape, (janvier 2016 a juin 2017, 4™ et 38™M¢) 3 été celle ou avec
patience j'ai essayé de redonner confiance a Jonathan en I'accompagnant
dans son cheminement scolaire prescrit par ses professeurs. C'était la
période oU, malgré sa trés bonne volonté affichée, il était dans une attitude
rétive et angoissée. C’est un temps ou il trouvait toujours des prétextes pour
échapper un instant au travail (un SMS des camarades, aller aux toilettes,
etc...). C'était aussi la période ou j'étais assez désemparé par rapport a ses
difficultés. Mais cela a été aussi une période précieuse et fondamentale. Car
c’est elle qui avec du recul me permettait d’analyser ce qui ne passait pas
dans nos échanges, puis d’élaborer et de lui présenter des taches extra-
scolaires. En outre, nos échanges durant cette période font comprendre
comment une grande partie des éleves recoivent I'enseignement de
I'algebre. Et ainsi commencer a considérer autrement I'enseignement de
I'algebre au collége en voyant qu’il faut envisager des activités qui fassent
rapidement entrer les éléves dans la compréhension et I'utilisation de
I'algébre. La deuxiéme étape est celle de la derniere année (de septembre
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2017 a juin 2018, seconde en lycée professionnel). En réalité cette étape a
commencé avec ma lecture de I'article de R. Duval et F. Pluvinage (2016). Sa
lecture a donné lieu a des échanges avec eux sur ce que j’avais déja observé
et tenté de faire avec Jonathan durant les deux premiéres années. A partir
de 13, j’ai pu, en concertation avec eux, proposer et mettre a I'épreuve des
taches inédites a Jonathan. Ces propositions innovantes ont pu étre
progressivement modifiées en fonction de ses réactions. C'est au cours de
cette période que I'attitude de Jonathan par rapport aux apprentissages a
vraiment évolué positivement. Ses prétextes dilatoires a I'égard des devoirs
scolaires a faire a la maison se sont raréfiés et ont quasiment disparu,
laissant place a un enthousiasme certes modéré dans ses manifestations,
mais réel.

2. Déja des incompréhensions et des blocages avec le calcul numérique

Jonathan était completement bloqué par les calculs avec les nombres
entiers. Il avait méme des difficultés avec les additions ou les soustractions
et avec les multiplications de nombres entiers a un chiffre. Lorsque je lui
demandais de calculer 4 x 6 sans la calculette, il jouait au jeu de la devinette
en guettant mon approbation. Pour des soustractions de nombres a deux
chiffres, il recourait a la calculette ou effectuait I'opération en soustrayant
dans chaque colonne le chiffre le plus petit au plus grand : « 43 - 17= 34 ».
L’écriture des entiers ne semblait pour lui qu’une juxtaposition de deux
chiffres. Car il n’avait pas conscience du principe de I’écriture de position en
base 10. Cela le handicapait évidemment pour faire mentalement (ou méme
en posant |'opération sur un support matériel) de simples additions comme
« 17 + 23 ». Et quand il s’agissait de calculer « 54 — 41 » sans recourir a la
calculette ou a I'opération posée et que je lui proposais de voir I'écart entre
41 et 54 : « 41 + ? =54 », il restait dubitatif.

La distinction entre « expressions incomplétes » (54 - 41, ou 24 : 8) et
« expressions complétes » (41 + ? = 54, ou 41 + 13 = 54) (Duval R. 2019, p.
107) permet de comprendre pourquoi ces opérations numériques ont en
qguelque sorte le méme fonctionnement que les écritures littérales utilisées
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dans les formules ou que les écritures symboliques de 'algebre élémentaire.
Elle repose sur le fait que deux expressions équivalentes, peuvent étre
substituées l'une a I'autre. Pour Jonathan, il n’y avait aucun rapport entre
«54-41=7»et«41+? =54 »qui étaient des expressions totalement
différentes parce qu’il n’avait aucune idée de I'équivalence de deux
propositions dont I'une pouvait étre obtenue a partir de I'autre, rien qu’en
faisant passer un terme d’un membre a I'autre de I'égalité numérique. Bien
évidemment, il se heurtait aux mémes difficultés pour les multiplications et
les divisions : « 8x ? =24 et 24 + 8 =7? ». Or, la possibilité d’envisager ce genre
de substitution est a la base de toute activité de calcul.

A fortiori, je constatais de grandes difficultés dans les notions qu’il
rencontrait au collége a propos des nombres : confusion entre le carré et le
double d’'un nombre entier, décompositions d’entiers en produits d’entiers
pour simplifier des fractions ou pour faciliter des calculs; ou encore effectuer
des lignes de calculs ou se mélent signes + et x et parentheses. Il confondait
par exemple 3 + 2x5 et (3 + 2) x 5 en effectuant une suite d’opérations qui
correspondait dans les deux cas a une lecture de gauche a droite comme
dans la lecture d’une phrase. Un autre blocage, aussi crucial, concernait les
termes mathématiques comme « somme » « différence » « produit »,
décrivant des calculs numériques complexes écrits en ligne. Il n’y avait pour
Jonathan aucune articulation ou coordination entre ces mots qui qualifient
les trois opérations souvent désignées par des verbes comme
« additionner », « soustraire », « multiplier » et les symboles d’opération
pour les nombres entiers.

Toutes ces difficultés dans le domaine des écritures et calculs arithmétiques
apparaissaient comme rendant difficile I'entrée dans le monde des écritures
et calculs algébriques ou on rencontre le méme fonctionnement de
substitutions entre des expressions complétes et incomplétes.

Je lui ai donc proposé des taches impliquant des substitutions d’expressions
dans le calcul numérique et l'articulation du langage et des écritures
numeériques : tableaux multiplicatifs ou additifs a compléter, désignation
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verbale qualifiant des listes de doubles ou de carrés des nombres entiers,
etc. Petit a petit, Jonathan faisait quelques progres dans le domaine
numérique. Lors de reprises de devoirs issus de la classe, la référence a ces
taches décrochées lui permettait de surmonter certains obstacles dans le
domaine des calculs et de leurs formulations. Par exemple parfois, pour le
débloquer, j'étais amené a lui faire réciter la table des carrés et des doubles.

3. Analyse sémio-cognitive des activités en algébre

Jonathan était confronté régulierement en classe a des taches ou il
rencontrait des expressions symboliques qui mélaient des lettres dénuées
de signification, des nombres et des symboles d’opérations et de relations.
Ses devoirs et ses cahiers portaient sur trois champs de taches
mathématiques qui lui apparaissaient sans rapports.

Le découpage était fait dans le but d’un enseignement visant I’acquisition
des équations comme outil de résolution de probléemes en fin de troisieme.
Dans un champ on lui faisait faire de la « gymnastique » en transformant des
expressions algébriques. Pour formuler les consignes, on employait le
vocabulaire des opérations de l'algebre élémentaire (« factorisation »,
« développement », « réduction ») et celui des opérations arithmétiques
(« somme », « produit »). Le deuxiéme champ consistait en des taches de
résolutions formelles d’équations. Le troisieme champ était celui la
résolution de problémes « concrets » par l'algebre. Une équation est
contextualisée dans une situation familiere. On y utilise donc la langue
naturelle pour décrire cette situation et pour décrire les données
nécessaires permettant de résoudre le probléme concret par la résolution
de I’équation. La tache demandée a I'éléve est alors de mettre en équation,
c’est-a-dire de retrouver I'équation qui structure mathématiquement la
rédaction de I’énoncé.

Nous suivrons ce découpage pour analyser les comportements de Jonathan
confronté a ses devoirs. Nous verrons comment, ballotté entre trois champs
de taches mathématiques qui lui apparaissaient sans rapports, il essayait
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vaillamment se débrouiller a sa facon, en se raccrochant tant bien que mal
aux bribes qu’il en avait retenues. Du moins dans les moments ou il n’était
pas trop découragé. Ses réactions révélaient beaucoup d’incompréhensions
et de confusions relatives aux taches mathématiques. Pour les comprendre,
il faut d’abord se poser trois questions :

1) Le vocabulaire des opérations arithmétiques et celui des opérations
algébriques élémentaires ont-ils un sens pour les éleves ? Ou, pour le dire
d’une facon plus précise et surtout facilement contrélable par I’enseignant
et aussi par I'éleve lui-méme, peuvent-ils de fagon quasi-réflexe passer de
I'un de ces termes mathématiques a I’écriture d’une expression numérique
incomplete (3 — 2) ou une expression littérale incompléte (4a + 2) et
inversement ?

2. Est-ce le méme travail qu’on demande a I’éleve dans la résolution
formelle d’'une équation et dans la mise en équations de problémes par
I'algebre ?

3. Pourquoi la résolution de probléemes concrets ne permet-elle pas de
reconnaitre en situation réelle, hors du contexte tres local de répétition d’un
exercice d’entrainement, la possibilité d’utiliser une équation ou une
formule ? Cette question se pose méme pour les éléves qui « réussissent » a
ces exercices.

La réponse a ces trois questions tient en une exigence incontournable. Pour
acquérir des connaissances mathématiques, c’est-a-dire pour apprendre en
mathématiques et pour pouvoir utiliser des connaissances mathématiques,
il faut AVOIR PRIS CONSCIENCE de la maniére dont on travaille pour faire des
mathématiques. Car la maniére de faire des mathématiques (expliquer,
raisonner, voir, etc.) est totalement différente de la maniére de travailler
dans les autres domaines de connaissances. Elle consiste en un
fonctionnement sémio-cognitif sous-jacent aux démarches proprement
mathématiques. Les registres de représentations sémiotiques sont |'outil qui
permet d’analyser ce fonctionnement cognitif. Et cette analyse est décisive



464

pour savoir comment faire prendre conscience de la maniére de travailler, en
I"occurrence ici, en algébre.
Mes observations et mes analyses concerneront donc le comportement de
Jonathan dans :
- les activités algébriques formelles de transformations d’expressions
algébriques
- les résolutions d’équations
- les activités de mises en équation pour résoudre des problémes.

Nous verrons enfin que d’un point de vue sémio-cognitif, résoudre une
équation d’une part et d’autre part mettre en équation les données d’un
probléeme pour le résoudre sont des taches qui sont radicalement différentes
et qu’il faut bien distinguer.

4. Jonathan et les transformations d’expressions algébriques

En opposition aux expressions appelées compléetes (équations, inéquations,
formules) parce qu’articulées autour d’un symbole de relation (=, < etc...),
susceptibles d’étre vraies ou non (Duval Pluvinage 2016 p124), nous
considérerons ici les expressions algébriques que I'on peut appeler des
expressions incompletes comme par exemple 3(x + 7), 3x + 21 ou encore
(x + 5)(x - 3). En classe, Jonathan devait apprendre a développer, réduire ou
factoriser de telles expressions, c’est-a-dire apprendre a substituer des
expressions incomplétes par d’autres, sémantiquement équivalentes. Par
exemple remplacer 3x + 21 par 3(x + 7), deux expressions qui n’utilisent pas
les mémes chiffres et symboles opératoires mais qui sont équivalentes. La
substitution d’'une expression incompléete a une autre par équivalence
sémantique est en général une premiéere opération a faire pour résoudre
une équation. On est par exemple amené selon le cas a « développer » ou
au contraire a « factoriser » I'expression incompléte qui constitue un
membre de I'équation. Mais pour Jonathan, en classe, ces transformations
apparaissaient comme un domaine de travail isolé dont il ne voyait pas le
sens et qui lui causaient de grandes difficultés. Et il me répétait :

« A quoi ¢a sert ? »
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Dans sa situation de décrochage, pour faire ses devoirs ou préparer des
évaluations dont le but était de réviser ce qui avait été fait en classe,
Jonathan, effectuait sous mon regard et avec mon accompagnement des
transformations d’expressions algébriques, parfois correctes, souvent
fausses mais confondait factoriser, développer et réduire....

« C’est la méme chose, non ? »
Pour avancer, il fallait souvent que jamorce le travail, pour qu’il s’y
raccroche par mimétisme.
En ce qui concernait développer et réduire, il se rappelait bien de « trucs »
vus en classe mais sans lien avec un de ces mots. Ainsi lorsque qu’il avait a
développer et réduire une expression incompléte du type (a + b)(c + d), il
garnissait I'expression initiale de quatre fléeches correspondant aux produits
ac, ad, bc, bd et arrivait ensuite a écrire ces quatre termes. C'est un procédé
dont il se rappelait et qui lui permettait d’amorcer correctement le
développement. Il ne savait pas s’il était en train de développer, de réduire
ou de factoriser mais il savait faire... Mais lorsqu’il s’agissait de développer
et de réduire I'expression (x + 4)(x + 2) + (x + 3)(x + 1), il mettait une pluie de
fleches. Il commencait par mettre celles qui correspondaient a (x + 4)(x + 2)
mais rejoignait aussi par des fleches les lettres et chiffres de ce premier bloc
a ceux du deuxiéme bloc (x + 3)(x + 1).ll ne discernait, ni la hiérarchie, ni
I'ordre des opérations dans les traitements. Nous retrouvions la les
difficultés rencontrées lors du traitement de calculs numériques complexes
écrits en ligne, par exemple la confusion entre 3 + 2x5 et (3 + 2) x 5. Dans un
cas comme dans l'autre, Jonathan procédait a des segmentations des
écritures linéaires sans tenir compte des regles de priorité et des
parenthéses, le plus souvent de gauche a droite comme dans la lecture d’une
phrase.
En ce qui concerne les factorisations, les expressions amenées a étre
factorisées allaient d’exemples simples comme 3x + 3 x 7 a des expressions
plus complexes comme (x + 3)( 7 — 2 x) + 5(x + 3) ou encore des expressions
nécessitant de reconnaitre des identités remarquables ! Mais devant ce
paysage de signes, de chiffres, de lettres et de parenthéses Jonathan était la
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aussi perdu ! Et, devant son désarroi, moi aussi ! Lorsque j’essayais de I'aider,
il était intrigué par les mots mathématiques tels que « termes » « facteurs »
que j'employais de mon c6té pour lui décrire les expressions algébriques a
transformer en d’autres expressions :

« Je ne comprends pas ce que cela veut dire. ».
Il rigolait :

« Facteur, ah oui le facteur... ! » ou « La somme, ah, oui, ca assomme ».
Au moment de la campagne pour les élections présidentielles Jonathan m’a
confié :

« Les maths, c’est comme les présidents. Ils parlent et on ne comprend pas

ce qu’ils disent. ».

Pour ma part, dans un premier temps, je jouais son jeu en manifestant ma
surprise et mon plaisir devant ses jeux de mots ». Parfois, je renchérissais
« Ah oui, je t’assomme, c’est ¢a ! ». Il rigolait et acquiescait. Mais je reprenais
aussi avec lui les expressions algébriques pour leur appliquer ces mots :
« 3(a + 5) veut dire que 3 est multiplié par la somme a+5 et que 3 est facteur
de cette somme, on lit 3 facteur de a + 5 ». |l rajoutait alors un signe x entre
3 et (a+5) : 3x(a+5). Pour les factorisations, il a retenu que quand il y avait
deux facteurs identiques, on pouvait « se passer de deux facteurs pour faire
le travail et n’en garder qu’un ». Ainsi a condition de lui rappeler que 5x
signifiait 5 x x, il pouvait concevoir que 5x +7x c’est 12x en passant par
x x (5+ 7). Anoter que quand il tombait sur 0, il était dubitatif. Ca ne faisait
pas 0 pour lui... De méme 1x ne faisait pas forcément x et inversement, il ne
concevait pas qu’écrire x=1x puisse étre utile. Je voyais par ailleurs chez
Jonathan a travers sa posture perplexe et ses erreurs I'ambiguité qui existe
entre les signes opératoires + ou — et ces mémes signes attachés a un
nombre. Par exemple pour factoriser 5a + 5 x (-3), il pouvait tout aussi bien
écrire directement 5 (a + 3) ou 5( a - 3) ou encore 5 (a+ - 3 ) sans savoir
choisir, ni passer par 5( a + (- 3)) pour arrivera5(a—3).

Avec mes explications ponctuelles et bricolées, les progrés perceptibles
étaient ténus, inconsistants, superficiels. Jonathan était toujours en
demande d’explications répétées qui restaient sans effets. Javais



467

I'impression d’un travail de Sisyphe ! De facon évidente ces remarques
montraient qu’un travail de fond sur la compréhension du fonctionnement
sémio-cognitif des écritures symboliques et de leur coordination avec les
termes mathématiques restait a concevoir.

5. Jonathan et les résolutions d’équations

Avec les résolutions d’équations nous entrons dans le domaine de ce qu’on
peut appeler des expressions complétes parce qu’articulées autour d’un
symbole de relation, en 'occurrence « = », chacun des membres d’'une
équation constituant une expression incompléte.

En classe, le travail de résolution avait été abordé. Dans les exercices a faire.
Jonathan avait a résoudre des équations qui allaient des cas les plus simples
dans un premier temps comme x +a =b, ou cx =d, (avec des variations des
valeurs numériques a, b, c et d qui pouvaient rendre les résolutions plus ou
moins faciles 3x = 15 ou 3x =17 ou - 3x = - 15) a des cas plus complexes avec
des inconnues de chaque c6té du symbole « = » ou encore des membres
comportant des expressions incomplétes plus complexes a réduire ou a
factoriser.

La premiere difficulté que jai observée chez Jonathan était son
incompréhension de la tache :

« Résoudre I'équation... ? Qu’est-ce qu’il faut faire ?

Il ne comprenait pas ce qu’on attendait de lui. Il a fallu que je lui explique en
quoi consiste la résolution d’une équation, a savoir « chercher pour quelle(s)
valeur(s) de x, I’équation donnée est vraie ». Sur un exemple d’équation
comme x+2 =5, il comprenait que la solution était 3. Par ailleurs, il répondait
correctement aux questions ou il s’agissait de vérifier qu’une valeur
numérique était bien solution d’une équation donnée, méme du second
degré. Par exemple : « On considére I'équation d’inconnue x : x*+x=6. Le
nombre 2 est-il solution de cette équation ? ».
La deuxieme difficulté observée chez Jonathan porte sur son interprétation
du signe « = » rencontrée dans I’écriture d’'une équation. Quand il s’est agi
de trouver pour quelle(s) valeur(s) I'équation était vraie, sa premiére
tendance était d’ajouter une nouvelle fois, apres le deuxieme membre de
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I’équation, « = » comme on le fait lorsqu’on a a substituer une expression
algébrique initiale par d’autres pour, selon le cas, développer, réduire ou
factoriser 1’expression initiale. De la réaction de Jonathan on peut penser que,
pour lui, les deux expressions incomplétes qui figurent de chaque coté du
signe « = » étaient indépendantes. Et quand je I’ai guidé laborieusement et
autoritairement pour lui faire transformer I'équation donnée au départ en
des équations équivalentes en faisant passer, par exemple, tous les « x »
d’un c6té mais aussi en lui faisant faire progressivement le ménage, réduire,
factoriser dans les expressions incompletes de chaque cété du symbole « =
», il m’a dit:
« lIs sont fous en math. Ils ne savent pas ce qu’ils veulent... ».

On peut comprendre son désarroi, face a deux sens radicalement différents
du symbole « = ». D’'une part pour marquer les substitutions successives
d’une expression initiale incomplete (...=...=...=...) et, d’autre part, pour
marquer |’équivalence entre I'’équation initiale et I'’équation finale obtenue
(...=.... équivalent a ...=.... etc...).

Mais néanmoins, il se souvenait la aussi de traitements rencontrés en classe
mais, sans en saisir le sens. Ainsi, il avait retenu qu’on cherchait a isoler x du
coté gauche du symbole « = ». Pour cela, quand les symboles opératoires
articulant I'expression incompléete étaient ceux des opérations additives
comme celles du type x + a = b, il appliquait « la regle de changement de
signe » et arrivait ainsi parfois a isoler x comme on le lui avait demandé. Mais
guand les symboles opératoires articulant I'expression incompléte étaient
ceux des opérations multiplicatives, il confondait les opérations additives et
les opérations multiplicatives. Malgré quelques progres dans le domaine
numérique (ou il arrivait a procéder correctement a des substitutions
d’expressions entre elles pour faire des calculs), il ne percevait pas la
similitude entre la transformation d’écriture dans le cas des écritures
littérales et dans les écritures numériques. Pour les équations de la forme
ax = b, il hésitait entre x = b - a, x = a/b et x = b/a. J'étais encore souvent
amené a lui rappeler ou lui expliquer que ax signifiait axx. Il voyait assez alors
assez facilement par exemple que la solution de I'’équation 3x = 21 étaitx =7
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en transformant 3x=21 en 3xx = 21. Mais le doute revenait lorsque le nombre
du second membre de I’équation obtenue n’était pas un nombre entier. Ainsi
pour 3x =20, il proposait x =20 - 3 ou x = 3/20. Il était aussi déstabilisé quand,
suite a des substitutions correctes, apparaissait finalement un « -x » a la
droite du symbole « = ». Il restait bloqué devant « -x = - 7 ». Transformer
comme je le lui proposais « -x =-7 » en « -1xx = -7 » le laissait dubitatif ! Lui
parler « d’opposé de x » aussi. Il consentait bien de faire passer « -x a
droite » et « -7 gauche » pour arriver a « 7 = x » mais cela lui paraissait
étrange puisque x n’était pas a gauche du symbole « = ». Autre exemple,
dans la résolution de I'’équation 5x — 3 = 8x + 1 pour laquelle il écrivait
successivement 5x-8x=1+3,-3x=4 puisx=4+3 et x=7. La compréhension
des emplois différents du symbole « - » faisait défaut. La prise de conscience
de cette distinction apparait comme un enjeu d’apprentissage nécessaire
pour que des éléves comme Jonathan, en fait trés nombreux, puissent
progresser.

Dans le domaine de la résolution d’équations, rien n’exprime mieux
I'incompréhension profonde qui a conduit au décrochage de Jonathan que :
« lIs sont fous en math. Ils ne savent pas ce qu’ils veulent... ».
La résolution des équations les plus simples, exige en effet que I'on effectue
deux opérations sémio-cognitives différentes : transformer les expressions
incomplétes constituées par les membres des équations par des
développements, des réductions ou des factorisations et transformer les
expressions compléetes que constituent les équations en des expressions
complétes équivalentes. Et cela en jouant avec le symbole caméléon « = »
(Duval, Pluvinage, 2016, p. 122). Comme on a pu le constater, cette
distinction entre des fonctions différentes du signe « = » n’était pas acquise !
L’'enjeu primordial pour Jonathan serait de comprendre que dans une
équation les deux expressions incompletes qui figurent de chaque c6té du
signe « = » sont différentes (celle de droite n’est pas une transformée de
I’expression de gauche) mais qu’elles ne sont pas indépendantes a cause
justement de ce sighe « = » et qu’on est donc dans la configuration d’une
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expression complete qu'il faut transformer en une expression compléte qui
a la méme « dénotation », au sens de Frege! (Duval, 2019, p. 115). En
I'occurrence les équations successives par lesquelles on remplace la
premiere ne comportent pas les mémes écritures mais se réferent toujours
ala méme question : « Pour quelle(s) valeur(s) de x |’équation initiale donnée
est-elle vraie ? ».

Jonathan était bien loin de cette prise de conscience. Une observation sur
ses réactions face a un domaine d’équations dans lequel il réussissait
paradoxalement bien nous le confirme. Il s’agit des équations qu’il
rencontrait dans les exercices ou entraient en jeu les relations de
proportionnalité (calcul de longueur avec Thalés, probléme de proportions,
calcul de pourcentages etc.). Déja, Jonathan ne savait pas de fagon
autonome établir les égalités formelles qui permettaient de résoudre ces
problémes parce que les notions sous-jacentes n’étaient pas maitrisées. Par
exemple analyser une figure en sous-figure pour déterminer les conditions
d’application du théoreme de Thalés, ou encore élaborer un tableau de
correspondance entre les données dans une situation de proportionnalité,
etc. Mais une fois accepté le tableau 2x2 ou I'égalité du type a/b=c/d qui
permettaient de résoudre ces problemes, il était rassuré :

« Je sais faire ! »

Il connaissait un « truc » qui lui permettait de trouver la valeur inconnue qui
instanciait I'égalité. La routine apprise en classe consistait a tracer ou
parcourir un chemin continu de fléeches pour aboutir a la réponse. Pour
obtenir une valeur manquante, gestes et fleches continus a I'appui, il
multipliait les valeurs connues figurant dans deux places en diagonale et il
divisait par la troisieme valeur connue. Mais en fait, c’est la une procédure
qui permet de masquer les substitutions d’expressions complétes a
effectuer pour résoudre de telles équations. Elle le laissait donc loin de la
possibilité d’appréhender I|'opération qui consiste a remplacer une
expression compléte par une expression équivalente. La preuve en était qu'’il

! Frege G., (1892) 1971. Sens et dénotation. Ecrits logiques et philosophiques (tr. Imbert)
102-126. Paris : Seuil.



471

était rétif a tout autre traitement que celui auquel il se raccrochait comme a
une bouée de sauvetage. Quand je lui disais qu’on pouvait substituer a
I’équation initiale a/b=c/d I'’équation ad = bg, il se rebellait :
« Mais pourquoi compliquer ! »

Mon argument de dire que c’était une facon plus utile pour traiter les cas de
facon générale ne le convainquait pas. A juste titre certainement parce
comme on I'a vu plus haut il n’était pas en mesure de passer spontanément
de ac=bd a a=bd/c. C'est une incompréhension qui n’est pas surprenante
comme le montre I'enquéte PISA 2003 ol la question du calcul de la
longueur d’un pas L a partir de la formule « n/L =140 », sachant que « n » est
le nombre de pas par minutes est de 70, arréte plus de la moitié des éléeves
de 15 ans {Duval, Pluvinage, 2016, p. 121). Nous sommes la aussi dans le cas
d’écritures fractionnaires de rapports ou les substitutions a opérer pour
isoler I'inconnue sont complexes a effectuer (Adjiage, Pluvinage, 2012, p.
49).
Finalement, indépendamment de la complexité des équations du premier
degré arésoudre, les séances répétées d’exercices a ce sujet, accompagnées
de mes explications n’étaient pas efficaces. D’une fois a l'autre elles
commencaient en général par:

« Je ne me rappelle plus ; montre-moi ! ».
De plus « les trucs » qu’il rapportait de la classe comme le changement de
signe quand on passe d’un membre a l'autre de I"’équation ou encore le
parcours fléché pour trouver le terme manquant dans une égalité de rapport
n’étaient que « des béquilles locales » qui ne lui permettaient pas de
« marcher de facon autonome », en fait des leurres qui masquaient les
opérations cognitives en jeu.

6. Jonathan et 1a mise en équation d’un énoncé de probléme

Les données d’un probléme peuvent se rencontrer de multiples facons : sur
le terrain, en enregistrant les observations faites au cours de manipulations
physiques en « laboratoire », avec des tableaux de données ou dans un
énoncé qui décrit une situation. C’'est ce type de présentations des données
d’un probléme qu’on rencontre fréquemment dans I'’enseignement et dans
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les manuels. En I'occurrence c’était bien le type de problémes auquel
Jonathan était confronté en classe ou dans les devoirs et que javais déja
essayé de résoudre avec lui, ou plus exactement devant lui ! Apres les
évaluations en classe, ratées, il revenait en se justifiant :

« Je ne me souvenais plus comment faire. Tu m’as expliqué mais en interro,

je ne me rappelais plus de rien. »

Alors que j'enseignais moi-méme en collége, j’'utilisais souvent le « probléme
du poids de la bouteille et du bouchon » pour essayer de faire prendre
conscience aux éléves de I'intérét du recours a une mise en équation pour
le résoudre. J'ai hardiment tenté I'expérience avec Jonathan. Ce fut un
échec, mais un échec qui permet d’analyser non seulement la complexité
cognitive de la mise en équation des données d’un probléme, mais aussi
I'ambiguité et les pieges des énoncés de problémes soi-disant « concrets ».
J’ai présenté cet énoncé a Jonathan.

Une bouteille et son bouchon pésent ensemble 110 grammes. La bouteille
pése 100 grammes de plus que le bouchon. Combien pésent respectivement
la bouteille et le bouchon ?

Comme je m'y attendais, il a répondu que la bouteille pesait 100g et le
bouchon 10g. Il était sGr de sa réponse et son assurance prouvait qu’il croyait
comprendre I'énoncé. Il fut étonné que je mette sa réponse en doute en la
lui faisant confronter a la deuxiéme phrase de I'énoncé : « La bouteille pése
100 grammes de plus que le bouchon ». |l restait dubitatif et muet devant
ma mise en doute ! Il n’avait certainement pas envisagé la complexité de
cette phrase. Devant sa perplexité j'ai alors recouru a I'évocation du poids
de son chien et de son chat. S’est alors engagé le dialogue suivant mené plus
ou moins adroitement de ma part :

— « Admettons que ton chien pése 5kg et le petit chat 4kg. Combien
de plus que le chat pése le chien ? »

— « Ah oui, il pese 1kg de plus que le chat »

— « Et si la bouteille pése 100g et le bouchon 10g ? »

— « Ah oui, alors la bouteille pése 90 g de plus que le bouchon ! »
Et dans le feu de I’échange, il a ajouté :
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— « Mais alors la bouteille doit peser 80g ! »
Je lui ai alors fait relire la premiere phrase de I’énoncé et il a soupiré :

— « Pfff... I'»

Il avait pris conscience de la complexité des données de I’énoncé. Pour ma
part, sur le coup, j’étais tout aussi embété et sur le moment, je n’ai pas su
réagir de facon pertinente (je reviens sur ce point dans le paragraphe 7).

Sous la pression du temps qui passait, j’ai précipité les choses en lui disant

« Et si on appelait x le poids de la bouteille ? », en bloquant ainsi Jonathan
dans une possibilité d’engager d’éventuelles prospections numériques (je
reviens aussi sur ce point dans le paragraphe 7). Il n’était pas trop étonné
par ma proposition, genre de proposition déja rencontré en classe ou dans
les reprises de corrigé d’exercices mais a répliqué :
« Non, x c’est le poids du bouchon, j'7aime mieux... »
Je lui ai répondu « D’accord appelons x le poids du bouchon ; quel est alors
le poids de la bouteille en fonction de x ? » Devant cette question de
professeur de mathématique, il m’a alors répondu :
« On ne peut pas savoir car on ne sait pas le poids du bouchon... ! »

Cette déclaration était significative de la difficulté principale que rencontrait
Jonathan. Il ne comprenait pas que pour amorcer la mise en équation de
I’énoncé, il était certes nécessaire de désigner le poids d’un des deux objets
évoqués dans I’énoncé par une lettre, mais aussi de ne pas se contenter de
désigner le poids de I'autre objet par une autre lettre indépendante. |l fallait
utiliser la premiére lettre pour exprimer le poids du deuxiéme objet a I'aide
de la relation avec le poids de I'autre objet telle qu’elle était donnée en
langue naturelle dans I’énoncé ! Pour lui, le poids de la bouteille était une
guantité isolée et « x » n’avait pas le statut d’une désignation du poids de la
bouteille dont la valeur devait transitoirement rester inconnue pour ensuite
la trouver. Surpris par sa déclaration catégorique, je ne savais pas quoi faire !
J'ai essayé de lui expliguer, mais mes explications revenaient plus ou moins
a lui proposer les étapes successives en dictant les différentes écritures qui
menaient vers I'équation finale. C'était la méme situation qu’en géométrie,
guand on expose une démonstration a des éléves qui ne comprennent pas
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ce qu’est une démonstration mathématique. Je ne rencontrais bien slr que
perplexité et résignation. Quelle patience il avait ! Et moi donc !

7. Analyse rétrospective de la complexité de la mise en équation des
données d’un probléeme

C'est aprés coup que j'ai réalisé la complexité des opérations discursives
gu'on demande aux éleves pour mettre les données d'un probléme de ce
type en équation. Je I'ai analysée a partir du modéle d’analyse sémio-
cognitive bidimensionnelle qui se présente sous la forme de la grille suivante
(R. Duval et alii, 2015) :

DESIGNATION DESIGNATION | RE-désignation

VERBALE des NUMERIQUE LITTERALE

trois objets du
probléme

1.Désignation directe

Désignation indirecte
2. descriptive (LANGUE)
3. fonctionnelle (LETTRES)

4. Double désignation
d’un méme objet

EQUIVALENCE
REFERENTIELLE

Dans la marge verticale du tableau on place les différentes désignations
possibles d’'un méme objet en langue naturelle et dans une écriture
symbolique. Et dans la marge horizontale du tableau on place les trois types
de désignations utilisées pour désigner les objets présentés dans I'énoncé :
verbales, numériques et littérales.

Pour écrire I"’équation correspondant aux données du probléme qui sont
données dans un énoncé, il faut d’abord pouvoir remplir les neuf cases des
trois premieres lignes. Car chacune de ces neuf cases correspond a une
question qu’il faut explicitement ou implicitement se poser a la lecture de



475

I’énoncé. Elles correspondent au fait qu’il y a trois objets différents qui sont
désignés dans I'énoncé, et qui donc peuvent chacun donner lieu a quatre
désignations discursives différentes. Ces objets sont évidemment des
quantités ou des nombres.

La possibilité d’'une double désignation d’'un méme objet revét une
importance cruciale. Elle répond en effet a I’exigence fondamentale de toute
activité mathématique formulée par Frege : disposer de deux désignations
(Sinn) d’'un méme objet (Bedeutung) pour pouvoir reconnaitre soit leur
équivalence référentielle, soit leur non équivalence. Ici, c’est Ia
reconnaissance de cette double désignation référant a un méme objet qui
donne finalement I'’équation. C’'est la derniere ligne du tableau séparée des
opérations discursives qui pointe cette reconnaissance.

En appliquant cette grille au probléme de la bouteille et du bouchon : « Une
bouteille et son bouchon pésent ensemble 110 grammes. La bouteille pése
100 grammes de plus que le bouchon. Combien pésent respectivement la
bouteille et le bouchon ? », on obtient la grille remplie suivante :

DESIGNATION DESIGNATION | RE-désignation
VERBALE des trois | NUMERIQUE LITTERALE
objets du
probléme
Poids de La w2 a
1.Désignation directe BOUTEILLE L2 b
Poids du 110 (a+h)
BOUCHON
Poids DES DEUX
Désignation indirecte La bouteille «
2. descriptive (LANGUE) pése .. de plusque | (... +100) (b +100)
3. fonctionnelle(LETTRES) le bouchon
4. Double désignation Poids des deux (a+h)
d'un méme obijet « la bouteille et son 110 ou
bouchon pésent ((b+100) + b)
110 g»
EQUIVALENCE 2b +100 = 110
REFERENTIELLE (EQUATION)
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Ce tableau m’a permis de décrypter rétrospectivement comment j’'ai essayé
de guider Jonathan pas a pas par les sept étapes suivantes :

1. Sélection d'un des syntagmes nominaux de I'énoncé (« Le poids du
bouchon »)

2. Choix d'une lettre pour désigner la premiére quantité verbalement
désignée (« Désignons par b le poids du bouchon »)

3. Sélection d'un autre syntagme nominal (« Poids de la bouteille »)

4. Utilisation fonctionnelle de la méme lettre pour désigner la deuxieme
quantité (« poids de la bouteille : b+100 »)

5. Sélection du troisieme syntagme nominal (« le poids du bouchon et de
la bouteille »)

6. Utilisation fonctionnelle de la lettre pour désigner la troisieme
quantité (« Poids du bouchon et de la bouteille : b+(b+100) »)

7. Reconnaissance de la double désignation de la troisieme quantité qui
donne finalement I'équation (« 110 g et b+(b+100) »)

Cette démarche de mise en équation de I'énoncé est évidemment
compliquée a comprendre par les éleves. Et I’expliquer ou guider les éléves,
pas a pas, question apres question, décision apres décision, linéairement,
comme j’ai tenté de le faire avec Jonathan et méme de fagon plus habile ne
les aidera pas prendre a leur compte I'ensemble de la démarche. Mais elle
m’a permis de voir comment a deux moments j'aurais pu réagir plus
adroitement.

Le premier moment est celui ou aprés sa réponse immédiate, j'ai fait relire

les deux premiéres phrases de I’énoncé et ou, dépité, il a pris conscience de
la double contrainte qu’elles imposaient. Pour poursuivre deux possibilités
différentes auraient pu étre envisagées L'une lui aurait certainement permis
de résoudre le probléme mais sans passer par une mise en équation. L'autre
aurait permis d’amorcer avec Jonathan un travail d’analyse plus approfondi
de I'énoncé. La premiére possibilité aurait été de lui permettre de faire des
prospections numériques en mettant des couples de nombres a I'épreuve
des contraintes données par I'énoncé. Comme le font parfois les personnes
a qui on soumet cet énoncé comme une devinette et qui découvrent que la
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réponse spontanée est fausse, il aurait pu s’engager dans la méthode dite
« par tatonnement » qui consiste a considérer chacune des deux conditions
séparément pour tester différents couples de nombres. On peut penser qu’il
aurait ainsi fini par trouver « un » couple de nombres entiers satisfaisant. Il
aurait donc trouvé « une » solution du probléme sans passer par une mise
en équation de I'énoncé. Mais I'objectif (raté) de la séquence n’était-il pas
d’initier Jonathan a la résolution par mise en équation de ce type de
problémes dits concrets qu’il rencontrait dans sa classe ? Et au sujet de la
méthode dite par tatonnements une question de rigueur mathématique se
pose (méme si la situation n’était pas mdre pour que Jonathan se la pose) :
elle n’est pas garante de I'unicité de la solution trouvée. Et d’autre part, tous
les problemes de ce type ne se prétent pas a l'utilisation d’une telle
méthode. La deuxiéme possibilité, aurait été d’initier un travail sur la
compréhension des deux phrases de I'énoncé et de leur relation. Par
exemple comme me I'a suggéré Raymond Duval, j’aurais pu proposer ou
demander une reformulation de la deuxiéme phrase, en I'ancrant cette fois-
ci sur le poids du bouchon : « Le bouchon pése 100 grammes de moins que
la bouteille ». L'inversion d’ancrage aurait permis a Jonathan d’avoir la
possibilité de mettre en paralléle différentes versions non congruentes mais
équivalentes de cette phrase qui lui posait un probleme de compréhension.
Et d’ouvrir une discussion sur les poids indiqués dans I'énoncé et ceux non
indiqués pour prendre peut-étre conscience de la désignation indirecte
d’objets.

Le deuxiéme moment est celui ol j’ai suggéré a Jonathan I'idée d’appeler « x
le poids de la bouteille ». C'est le moment crucial du choix de I'objet a
désigner directement par une lettre pour amorcer le travail de mise en
équation. Crucial parce qu’il engage la complexité de la redésignation
fonctionnelle qui suivra. En I'occurrence on pouvait redésigner par une lettre
soit le poids du bouchon, soit le poids de la bouteille. Si on appelait x le poids
du bouchon et sachant que « la bouteille pése 100 g de plus que le bouchon »
on aboutissait a la redésignation indirecte suivante du poids de la bouteille :
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« poids de la bouteille : x + 100 ». Une formulation littérale congruente a la
formulation verbale. Si en revanche on appelle x le poids de la bouteille, la
désignation indirecte fonctionnelle du poids du bouchon ne sera plus
congruente a la désignation descriptive de I'’énoncé : « Poids du bouchon :
x —100 ». Pour procéder a la désignation fonctionnelle indirecte ; il faudrait
donc envisager ou repérer I'équivalence entre deux formulations : « La
bouteille pése 100 g de plus que le bouchon » et « Le bouchon pése 100
grammes de moins que la bouteille ». Un enseignant ou un éléve expert
choisira comme objet de désignation directe celui qui entrainera le moins de
difficulté pour procéder a la redésignation fonctionnelle et ensuite aux
opérations a effectuer pour arriver a I'équation finale. En I'occurrence en
déclarant a Jonathan « Et si on appelait x le poids de la bouteille ? » je n’avais
pas fait le choix le plus simple contrairement a Jonathan qui m’avait
rétorqué, sans avoir appréhendé la suite des opérations, « Non, x c’est le
poids du bouchon, j'aime mieux... ». Sans appréhender la suite des
opérations en effet comme la suite de la séquence I'a prouvé...

Rectifier ainsi mes interventions n’aurait certainement pas permis a
Jonathan de comprendre davantage la démarche de mise en équation du
probleme. En effet, on voit bien qu’a aucun moment Jonathan n’était en
mesure de prendre l'initiative et que c’est moi qui en fait, faisais le travail.
Cette analyse rétrospective permet de voir les impasses et les limites des
conduites de classe menées sur un mode « maieutique ». Elles ne peuvent
pas aider les éléves a devenir eux-mémes autonomes dans la mise en
équations des données d’un probleme.

8. Les premiers pas de Jonathan en algébre

Quel type de taches élaborer qui puisse véritablement aider Jonathan a
comprendre les activités algébriques ? Telle était la question qui se posait a
partir des observations et des analyses rapportées jusqu’a présent. Des
échanges et des discussions soutenues avec Raymond Duval et Francgois
Pluvinage ont permis de concevoir et de mettre a I'épreuve quelques
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activités spécifiguement cognitives détachées des obligations scolaires
immeédiates.

Elles étaient bien acceptées par Jonathan, d’autant plus qu’il n’y avait pas
d’enjeu de réussite. Il prenait ces activités comme des jeux et avait toujours
confiance en moi. Oh bien s(r, on était dans une phase de tdtonnement, et
trés souvent encore il fallait que j'étaye I'activité de Jonathan par quelques
explications. Ses réactions nous permettaient de remettre I'ouvrage sur le
métier.

Quelle était la visée principale de ces activités ? C'était de permettre a
Jonathan de faire un premier pas essentiel dans I'algebre élémentaire. Nous
avons vu dans la mise en équation du probléeme du poids du bouchon et du
poids de la bouteille, Jonathan ne concevait pas qu’on puisse désigner par la
méme lettre le poids du bouchon et le poids de la bouteille. Le premier pas
essentiel que nous voulions faire faire a Jonathan était de prendre
conscience de la désignation fonctionnelle dans l'utilisation d’une lettre
pour désigner un nombre par une expression incompléete comme par
exemple 2x ou x+2. Pour cela les propositions qui lui ont été faites se
présentaient essentiellement sous forme de tableaux a remplir. En voici un
apercu significatif a travers le premier exemple qui lui a été présenté, un
apercu accompagné d’un bref compte rendu des réactions de Jonathan. Ce
tableau a remplir comporte deux listes ouvertes de nombres entiers.

Deux nombres entiers successifs

1 2

2 3

3 4

4

5

107

Une lettre ? Et alors quoi
écrire ici ?
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Jonathan entame le travail avec le sourire en commengant par la partie
numérique :
« Tu veux m’apprendre a compter ? »
Aprés un rappel de la signification du mot successif, il remplit le tableau
correctement pour 4 et 5, se trompe un peu pour la suite en remplissant les
colonnes indépendamment I'une de I'autre avec une logique verticale et en
se trompant dans le décompte, rectifie en revenant a une mise en
correspondance horizontale des nombres des deux listes et il saute a 107
pour mettre en face 108.
Pour la case « une lettre ? » correspondant a la premiére colonne, il propose
« x ». Et pour la deuxiéme avec la case « Alors quoi écrire ici ? » il propose
immédiatement en souriant « y ». Réponse logique car il en rencontre
souvent des « x » et des « y » avec son professeur en classe.... Je lui propose
d’utiliser « x » pour la deuxieme colonne. Cette fois ci un peu étonné et apres
un moment de réflexion, il écrit « 1x ». Je lui demande pourquoi.
« 1x veut dire qu’on a ajouté 1 a x » me répond-il....
Je lui dis que cela veut dire « 1 multiplié par x » en algébre. Rappelons que
pour une expression du type « 3a » Jonathan avait toujours besoin qu’on
écrive « 3xa ». Il m’objecte :
« Je me comprends ».
Sous-entendant ainsi que pour lui « 1x » veut dire « x+1 ». Il accepte
finalement d’écrire « x+1 » pour se plier a I'usage que je viens de lui
indiquer... On voit bien la que Jonathan fabrique un code personnel et n’a
pas intégré le code commun en usage. Mais malgré cette difficulté
d’expression Jonathan a bien réussi a effectuer une redésignation de la
deuxiéme colonne avec la lettre utilisée pour désigner la premiére. C'est la
une opération qu’il a bien comprise et qu’il reproduira sans hésitation dans
les autres situations du méme type qui lui seront proposées (double, carré
etc...).
Par la suite j’ai proposé a Jonathan des tableaux incomplets a plusieurs lignes
et plusieurs colonnes qui croisaient des expressions numériques,
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algébriques et des syntagmes nominaux. Pour les compléter il fallait articuler

ces différents modes d’expression. En voici deux exemples:

1¢" exemple
Nombre choisi Triple du nombre choisi
1 3 4
2 6 7
3 9 10
4 13
5
....... 24 25
| X 3x.
28me exemple
Nombre choisi Double du nombre choisi
1 2 4
3 6 36
2 4 16
4 | 64
5 0 .
...... 16
............ 324
| X 2x

Jonathan se lancait avec jubilation dans I'aventure. A partir des cases

remplies au départ, il proposait des contenus pour des cases vides, les

controlait, revenait en arriere etc. Tout ceci dans un ordre non déterminé et

sans que j’intervienne. Il se montrait heureux, le temps ne comptait plus.
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Dans ces derniers mois ou j'ai pu I'accompagner, avec ce type de taches
purement sémio-cognitives et radicalement autres que celles qu’il avait
rencontrées jusque-la dans sa scolarité, il prenait confiance ! Jonathan
commencait a apprendre a marcher en algébre....

Mais il n’y avait pas que cela. Au cours de cette période, parallélement a ces
activités qui lui donnaient confiance, et toujours en dehors de toute
contrainte scolaire, Jonathan a eu des occasions d’amorcer de véritables
démarches mathématiques. Ces occasions avaient comme point commun de
mettre en jeu le calcul algébrique comme outil de généralisation et de
preuve relatives au repérage de régularités numériques?®. Les énoncés
appelaient ainsi de véritables démarches mathématiques en quatre étapes :
exploration, conjecture, généralisation et preuve. Ses premiers
apprentissages en algébre et des supports constitués de tableaux lui
permettaient d’organiser son exploration et repérer les régularités en jeu et
de les traduire par une expression algébrique. Mais il ne voyait pas la
nécessité d’aller plus loin. Et si, maladroitement pressé par |'obligation
d’achever artificiellement le travail comme lors du probleme « du bouchon
et de la bouteille », je développais devant lui les calculs a partir de
I'expression algébrique pour prouver la conjecture, il m’écoutait d’une
oreille distraite. Ce n’était plus son probléme... Pourtant en rangeant ses
affaires, il me demandait de récupérer mes feuilles, ce qui confirmait son
intérét pour la démarche. Bref, si je continuais a bricoler dans les activités
que je lui proposais, j’avais cette fois ci devant moi un Jonathan intéressé,
actif. Et fier quand je lui disais que le travail qu’on faisait était comme celui
que font les véritables chercheurs en mathématiques. Les mathématiques si
honnies au départ de nos rencontres commencaient enfin a prendre un
visage plus sympathique et méme enthousiasmant pour lui.

9. Fin de I’'aventure avec Jonathan. Et la suite (2018-2021) : perspectives
pour les enseignants dans leurs classes

Jonathan était en « bonne voie » comme on peut lire parfois dans les
bulletins scolaires. Un point de bascule avait été atteint. Et lors d’un des
derniers épisodes, Francois Pluvinage m’avait part de son sentiment :

2 Exemple : « Choisis deux nombres dont la somme est 300 et fais leur produit. Ajoute 7 a
chacun d’eux. De combien augmente leur produit ? »
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« Formidable, comme le chanterait Stromae ! Et j'avoue que ton
compte-rendu et les feuilles écrites par Jonathan m'ont provoqué
une certaine émotion : on voit véritablement quelqu'un qui fait
son entrée dans le calcul algébrique. Certes, il a fallu au préalable
avec ton aide et enfile un équipement sémiotique (somme,
différence, ...), ce que les anglo-saxons nommeraient scaffolding,
mais ensuite il y va, comme le montre sa production. »

Cette appréciation m’a réjoui et a stimulé Jonathan quand je lui en ai fait
part. Mais elle ouvrait un débat. Mon sentiment était en effet moins
euphorique et je rejoins Raymond Duval qui la trouvait alors hative et
prématurée. Certes, Jonathan était en train d’accomplir ses premiers pas,
mais il manquait la résolution de probléme et la mise en équations et cela
en prenant en compte les critéres sémio-cognitifs de réussite : réussir tout
seul, sans aucune aide, et rapidement.

Mais mon accompagnement s’est arrété la. Car I'année suivante Jonathan
est enfin entré dans un apprentissage en alternance dans une entreprise qui
développe du design, situation qui répond bien a sa sensibilité artistique. Je
continue a voir Jonathan de temps en temps. Mais la part scolaire restreinte
qui subsiste dans son parcours laisse maintenant peu de place et de
nécessité a I'algebre...

Je ne peux m’empécher néanmoins d’imaginer comment j'aurais pu
continuer de cheminer avec Jonathan dans ce domaine. En particulier, pour
lui permettre de prendre conscience par lui-méme de la maniere algébrique
de résoudre des problemes mathématiques ou concrets, en combinant deux
approches suggérées par Raymond Duval (2002, 2013). En tout cas, toujours
engagé avec un groupe de professeurs de collége au sein de I'IREM de
Strasbourg, j'ai rendu compte du cheminement effectué avec Jonathan et
partagé toutes mes observations faites au cours de ces rencontres, ainsi que
les supports des taches innovantes expérimentées a ces occasions. Mais
était-ce une bonne base pour entamer des prospections et des essais en
classes ?

Raymond Duval me mettait en garde sur les difficultés d’une telle démarche

qui ne se déroule plus dans le cadre d’entretiens individuels. La poursuite
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d’une recherche clinique serait difficile voire impossible. Donner des fiches
de travail a des collegues ne permettrait pas de comprendre les réactions
des éleves et d’y réagir pour accompagner leurs cheminements.
Effectivement, en classe comment, sans entendre Jonathan dire que « 1Ix
veut dire qu’on a ajouté 1 a x » et « Je me comprends » saisir qu’il avait bien
pris conscience de I'opération de désignation fonctionnelle avec une méme
lettre mais avait développé pour cela un code personnel « 1x » pour désigner
le successeur d’'un nombre entier « x » ? De fagcon générale les taches que
I’on pouvait proposer aux éleves pour les accompagner dans les premiers
pas en algébre, sur le modeéle de celles que j'avais proposées a Jonathan,
demanderaient un accompagnement individualisé. Raymond Duval faisait a
ce propos la comparaison avec ce qui est réellement requis dans
I'apprentissage de la lecture, et ajoutait que les conditions cognitivo-
didactiques seraient consciemment ou inconsciemment difficiles a accepter
par beaucoup d'enseignants.

Francois Pluvinage était moins réservé et écrivait en mai 2018 :

« Peut-étre suis-je trop optimiste, mais pour moi maintenant
c'est bon. Les collegues enseignants sont-ils préts a procéder a
des essais en classe, moyennant d'éventuels aménagements ? ».

Et c’est conscient de ces difficultés, qu’en 2018 avec Anne Schultz, Audrey
Candeloro, Hélene Chilles Brix et Pauline Wiederhold, professeures de
collége et depuis avec d’autres enseignantes de college qui nous ont
rejoints, nous avons relevé ce défi dans le cadre d’un groupe IREM de
Strasbourg intitulé « Apprentissages algébriques en college » : faire faire a
chacun des éléves de leurs classes la méme évolution que celle faite par
Jonathan. Mais d’une maniére qui inclut la résolution de problémes et de
maniére plus rapide, sans toutefois abandonner les objectifs globaux visés
non pas en fin d’années scolaires, mais a la fin du Collége. Jusqu’a présent,
malgré nos tatonnements, les différences de nos vécus et nos convictions
d’enseignants, les résultats s’averent encourageants. |l nous faudra
probablement autant de temps qu’il m’en fallu avec Jonathan. Mais nous
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pensons pouvoir bient6t communiquer dans un document ce qui est une
aventure partagée entre nous et avec nos éléves.
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