A propos de cosinus et sinus

hyperboliques

On sait comment sont définies, en classe de premiére, les fonctions,(peti$)cosinus

et (petit)sinus. On sait d'autre part que :
eit+ e—it eit _ e-—it
Vt ER, costs= ———— et gint = —r

Probléme : Peut-on définir de facon ahalogue cosinus et sinus hyperboligues 7

On étudie, en premidre, le groupe (&, o) des rotations planes, le groupe (M, x)

- 2 2
des matrices de la forme i’ z) telles que & + b =1, le groupe (\ﬂ:’, +) des
angles et, en terminale, le groupe (W, +) des nombres complexes de module 1. Ces

groupes sont isomorphes.

Soit : F:M —— s [-1, 41] Gz M - [, «1]
g - a -b
(b a): [ e a (b &)= I S s b

1'homomorphisme canonique © de (R, +) sur (M, x) permet de définir les ap-

plications (petit}cesinus et (petit)sinus

M #
/ F / G
: K -1 in ¢ H o e |
eos 3 E{-W[‘i’+l} 8in =R GOB [l,“ﬁ‘l]
t— > cos t t p————p sin t
_ ) , )
Bosons (:' b):: B(t) = et avec 2%+ p° = 1
&

(On identifie ainsi (M, x) et (W, +))

alors: __%__( AN e-—it) _ (g O) - A par identifica-
tion de E et

l( it —-it) _ U -b _ (}-l)‘(b O - b de 1l'ensemble
ve -F€ - “\1 o) \& v des matrices

x O . .
(0 x) o1 xeR



d'ou cost = F(O(t)) = a = __2__.( e1t+e‘lt)
sint = 6(6(t) = b = '}é';i et Y

en conclusion, toute matrice de rotation peut s'éerire sous la forme :

1 it -1t 1 it -it
- (e +e ) - = (e -e )
1 eit _ e-it ) 1 ( eit N -it )
21 2 ©
Soit t@ER et a' = —-}é—(et + e't)
1 t -
b' = --2—-'(6 - e t)
2 2 t
onata -Db' =1} deplus a'+ b' =e ne prend que des valeurs positives
] '
(de méme gque a' - b'). Considérons alors M' , ensemble des matrices (i, z')
telles que a'2 - b’2 =1 et a'+ b' > 0. On démontre que (M', x) est un
groupe et on démontre que l'applieation :
6' : K > MU'
1 t -t 1 t -
="+ e ("™
£ 4 _ 2 2
i i 1 1 -t 1 t -t
o) letae)
est un homomorphisme surjectif.
Soit alors ¢+ F' : M' ———n i G ¢ M = K
8,' ‘b' . . 8.‘ bl . .
bt ay =" > é bt at) =& —> b

On définit alors les applications cosinus et sinus hyperboliques :

/M! "
3 P y’ 6!
Ch: R \>‘ R Sh: R -—————h o

' ! . ]
¢ Flob > Ch t £ 800 gt

et on peut démontrer des formules concernant cosinus et sinus hyperbloiques de fa-

¢on analogue & la démonstration des formules trigonométriques.

C'est cette idée qui est & l'origine d'un énoncé de probléme fabriquédpar un grou-

pe de stagiaires 3 1'I.H.E.M. de Straspourg il y a trois ans :

Probléme 1.

Seit M l'ensemble des matrices (f; :) ot a et b sont des
nombres réels tels que a - b2 =1 et a+b2>0.
1) Montrer que (M, x) (ot x désigne la multiplication des matrices) est un sous-
groupe du groupe multiplicatif des matrices 2x2 & coefficients réels. Ce sous-
groupe est-il commutatif ?

2) 8i m = (i Z) est un élément de M , on pose a = F(m) et b = G(m).
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Soit m et m' deux éléments de M : calculer F(m' x m), G(m' x m), F(mz),
2 -1 Wy =L .

¢(m“) , Flm ), G{m™") en fonction de F(m), G(m), F(m'), G(m'). Démontrer que

pour tout p de N et pour tout m de M

(F(m) + 6(m))? = P(@P) + ¢(xP)

3) Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension deux, et (1, 3’) une base
orthonormée de K. Soit m un élément de M : m est la matrice dans la base

(3% J) d'un endomorphisme T de E . La matrice de :F dans une autre base ortho-
normée de E est-elle un élément de M 7

Comparef la situation avec celle des matrices de rotation.

4) On définit l'application mw»t , de M dans R , comme composée des applica-

tions : M — Iﬁ; et ﬁi; ——— R
a b
(b a)zmr—-——» a+ b X p——any Log x = 1

Montrer que cette application est un isomorphisme de (M, x) sur (R, +) .
On définirs alors les fonctions :

f : R ———— K et g: Re—m————ap I

t p— g ) N

Etudier f et g . Soit t et t' deux nombres réels. Calculer £t + 1),
g(t* + t) , f£(2t) , gl2t) , £(-t) , g(-t) en fonction de f(t) , glt) , £(t') ,
g(t') .
Démontrer que pour tout p de Z et tout t de K :

(£(t) + g(t))? = £lpt) + glpt) .

5) Avec quelles fonctions F , G, f , g présentent-elles des analogies ?

1

3 £ < . . 2 2

9 M(t) Le cercle trigonométrique a pour équation x +y =1 .
,ﬂ\"«-

Si t est la détermination de (O , OM) de [6 , 2-“[ ,

1'aire du secteur angulaire est t/2 = S . Dans la re-

Y

0 Al x présentation paramétrique du cercle trigonométrique :

¥

cos 1
sin t

it

tefo, 2n[

i

n



t représente donc le double de 1'aire du secteur angu-

laire "balayée" par OM .

2) On considére 1'hyperbole équilatére d'équation 12 - y2 = 1
On cherche une représentation paramétrique de la branche

Hl de cette hyperbole dont les points sont d'abeisses po-
sitives , ol le paramétre t soit le double de l'aire S
du triangle curviligne OAM .

En fonction de l'abcisse x de M , l'aire S est :

1
S = - Log ( x+ V - -1 )
d'oi t = 25=1Log ( x +\ xz -1 ), ce qui équivaut &
x= = (e 4" ) ecar x >0 . D'ol une représenta-

2
tion paramétrique de H.

1
x =3/2 ( ef + ot )
y=1/2( et ot )

3) C'est cette idée qui est & l'origine d'un énoncé de probléme fabriqué par un
groupe de stagiaires de 1' I.x.E.M. de Strasbourg il y a trois ans :
Prcbléme 2 3

Le plan est rapporté & un repére orthonormé d'axes x'Ox , y'Oy ;
(unité 2 cm).
1) Construire la courbe (c) d'équation xg - y2 = 1 . Préciser ses éléments remar-
quables. Pour y » O donner l'expression de y en fonction de x . Soit A 1'in-
tersection de (C) avec la demi-droite Ox (x ;:O).

1 1

2
2) Montrer que la fonction Z = xyx -1 - - Log (x+yx*-1) est

=TT
2
une primitive de y::\/x -1 .
3) On considére la partie (T ) de (C) correspondant a x>0 , y 20 . Soit
P(x,y) un point de () . Evaluer en fonction de x 1l'aire intériemure au con-

tour formé par les segments OA , OP et l'arc AP de () .

Application numérique : x = 5 .

4) Soit t=2@,, @ étant 1'aire trouvée dans la question précédente en fonction
de x . Exprimer les coordonnées x et y de P en fonction de t . Montrer que

x et y peuvent s'écrire :

X = f(t) =

-t t -t
e - e

e + e
v = g(t) = SR S

2

By

Etudier les wvariations de ces deux fonctions de lg variable + . Graphique.
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5} Caleculer (f(t))g et (g(t})2 et en déduire une relation simple entre f(t)
et g(t) . Démontrer les relations :

fla+b) = fla) . f(v) + gla) . glb)

gla + b) gla) . £(b) + £(a) . g(b)
En déduire les expressions de f(2a) et g(Za) en fonction de f(a) et g(a) .

it

Démontrer la relation : (£(t) + g(t))" = f(nt) + glnt) . Avec quelles fonctions

bien connues f(t) et g(t) présentent-elles des analogies ?

N. B En posant t = —E— Log Lru on obtient :
e 2 1 -u
< = 1
Jl - u2
u
y o=

\’1 - u2ﬂ

autre représentation paramétrique de H_ ; (cf. le probléme de baccalau-

1
réat deSTrasbourg -- session de remplacement de 1974 ).
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