Qu‘est-ce que c‘est une aire?

En hommage a Jean-Pierre Friedelmeyer



Une idée importante

Jean-Pierre s‘est intéressé a l‘idée  Voila:
,Comment peut-on éviter des

procédes ,,infinis“.“ Il a consacreé sa

these a un mathématicien

alsacien nommé Louis Francois

Antoine Arbogast (1759 -1803) qui

a publié en 1800 un livre ,,Du

calcul des dérivations” dans lequel

il a élaboreé ses idées, comment

réduire I‘analyse a |‘algebre.




Une idée importante

Une des dernieres publications de Jean-Pierre — en collaboration avec
son ami Jean-Pierre Lubet (Lille) - présentait , L'analyse algébrique®.
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Eviter l'infini en géométrie

Mais cette idée n‘est pas limitée a I‘analyse. Elle a aussi des applications en
geometrie, ce que nous avons étudié ensemble — entr‘autre dans un petit
groupe de I'IREM de Strasbourg dirigé par Jean-Pierre.

C‘est cette idée aujourd‘hui appellée ,,équidécomposabilité” que je veux
vous présenter.

En 1872 R. Dedekind écrit que jusqu‘a ce jour-la personne n‘avait encore
démontré que racine de 2 fois racine de 3 fait racine de 6. Bien sir il voulait
critiquer les fondements des nombres réels — insatisfaisants selon lui. Mais
on peut lire sa critique aussi avec les yeux géométriques: on n‘a pas encore
démontré la formule qui donne la surface d‘un rectangle en fonction de ses
cotés.



Le mémoire de Gerwien
(Crelle Journal 10 (1833), 224 — 234 und 235 — 240)

16.

Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen
geradlinigen Figuren in dieselben Stiicke.
(Von Herrn Gerwien, Pr. Lieut. im Kinigl. Preafs, 22sten Inf. Regim.)

47,

Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden
gestalteter Figuren von gleichem Inhalt auf der
Kugelfliche in dieselben Stiicke.

(Vom Herrn P, Gerwien, Pr. Lieuten, im KUnigl. Preufs. 22sten Inf, Reg.)



Les aires chez Euclide, premier livre

, 35




Une premiere définition

Une idée: Deux polygones sont dits équidécomposables si on peut les
décomposer en des pieces congruentes (isométriques).

Cf. le jeu de Tangram.
Deux polygones équidécomposables ont méme aire.




Une remarque en langue moderne

La relation ,,étre équidécomposable” est une relation d‘équivalence.
La symétrie et |a reflexibilité sont évidentes, la transitivité ne |‘est pas.
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Gerwien et son article

Il veut comparer la théorie de I'équidécomposabilité avec la théorie
standard qu‘on peut caractériser comme la théorie de la mesure.

Le point crucial: Est-ce qu‘on peut démontrer que deux polygones de
méme aire (dans le sens de la mesure) sont aussi équidécomposables?

C‘était un point de vue assez abstrait en 1833!

Notez aussi que Gerwien a développé sa théorie aussi en geéométrie
sphérique!



La démonstration

W/

1re étape:




La démonstration

2me étape




Une difficulté




La démonstration




La conclusion (p. 234)

- 2) Aus der vorstehenden Abhandlung geht hervor: dals sich die

Gleichheit der geradlinigen Figuren folgendergestalt definiren Lilst:
Gleiche Figuren sind diejenigen, welche von denselben Bticken ge-

bildet werden.



Hilbert: Fondements
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La théorie des aires

Kapitel IV.
Die Lehre von den Flicheninhalten in der Ebene.

§ 18.
Die Fldchengleichheit und Inhaltsgleichheit von Polygonen.

Wir legen den Untersuchungen des gegenwiirtigen Kapitels 1V
dieselben Axiome wie im Kapitel III zu Grunde, niimlich die
ehenen Axiome simtlicher Gruppen mit Ausnahme des Archime-
dischen Axioms, d. h. die Axiome I1—2 und II—IV.

Die im Kapitel III erérterte Lehre von den Proportionen und
die daselbst cingefiihrte Streckenrechnung setzt uns in den Stand,
die Euklidische Lehre von den Flicheninhalten mittelst der ge-
nannten Axiome, d. h. in der Ebene und wnalhingig vom
Archimedischen Aziom zu begriinden.

Da nach den Entwickelungen im Kapitel TIT die Lehre von
den Proportionen wesentlich auf dem Pascalschen Satze (Satz 21)
beruht, so gilt dies anch fiir die Lehre von den Flicheninhalten;
dicse Begriindung der Lehre von den Flicheninhalten erscheint
mir als eine der merkwiirdigsten Anwendungen des Pascalschen
Satzes in der Elementargeometrie.

Erkliirung. Verbindet man zwei Punkte eines Polygons P
durch irgend einen Streckenzug, der ganz im Inneren des Poly-
gons verliuft, so entstehen zwei neue Polygone P, und P,, deren
innere Punkte alle im Inneren von P liegen; wir sagen: P zer-
fillt in P, und P,, oder P, und P, setzen P zusammen.

Definition. Zwei Polygone heissen flichengleich, wenn sie
in cine endliche Anzahl von Dreiecken zerlegt werden kinnen, die
paarweise einander congruent sind.

Definition. Zwei Polygone heissen inhaltsgleich oder von
gleichem Inhalte, wenn es miglich ist, zn denselben flichengleiche
Polygone hinzozufiigen, so dass die beiden zasammengesetaten Po-
lygone einander flichengleich sind.

Aus diesen Definitionen folgt sofort: durch Zusammenfiigung
flichengleicher Polygone entstehen wieder fliichengleiche Po-
lygone, und wenn man fliichengleiche Polygone von flichengleichen

Polygonen wegnimmt, so sind die iibrigbleibenden Polygone in-
haltsgleich.



Des puzzles

Jean-Pierre aimait bien les puzzles. La théorie de |I‘équidécomposabilité
en est tres riche. Voilé une quadrature du triangle équilatéral:
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Un article de Jean-Pierre
L'Ouvert 117 (2008), 15 — 30:

EQUIDE‘ZCOI\IPOSABILITE DES POLYGONES PLANS

Jean-Pierre FRIEDELMEYER



Ce qui me reste
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