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Problemes de l'activité « Fil rouge »
Solutions proposées par les éleves
Commentaires

Vous trouverez dans ce recueil les solutions des probléemes que nous avons recues. Elles ont
incompletes, parfois avec des expressions maladroites car nous considérons que c’est tout a
fait normal que les premiers jets (et c’est comme ¢a qu’il faut les prendre, comme les premiers
jets, vu peu de temps que vous aviez pour la rédaction) ne soient pas parfaitement et
proprement rédigés. Elles sont accompagnées de commentaires pour vous en faciliter la
compréhension.

Nous espérons que ce document sera un bon souvenir du stage pour toutes et tous.



Enoncés des problémes

Probléme 1. On a un billard carré de coté de 1 métre. Trouvez le nombre de trajectoires qui ménent d’un angle
donné a un angle quelconque du billard et qui ont une longueur inférieure ou égale a 6 metres.

Probleme 2. John aime jouer avec les nombres. Etant donné un entier n, il décompose les chiffres de n en groupes
(non vides) qui correspondent a des séquences successives identiques. Puis, il réécrit ce nombre comme s'il le
lisait par groupes. Il juxtapose la suite de chiffres et obtient ainsi un nouvel entier : on dit qu’il s’agit d’une
synthése de n.

Par exemple pour n = 12312377784545 il peut choisir les groupes (123, 123), (7, 7, 7), (8) et (45, 45). Ainsi en
lisant les groupes on obtient 2 123, 3 7, 1 8 et 2 45. Le nombre 21233718245 est donc une syntheése de n.
Attention, un méme nombre peut se synthétiser de plusieurs maniéres différentes. Par exemple, 133 peut se
synthétiser en cinqg entiers différents :

(133) = 1133 ; (13)(3) = 11313 ; (1)(33) =11133; (1)(3,3) = 1123 et (1)(3)(3) = 111313.

On dit que John peut transformer I'entier n en I'entier m s’il est possible de I'atteindre par des synthéses
successives, c’'est-a-dire s’il existe un entier N >1 et une suite (finie) uq, U1, Uy, ..., uy d’entiers telle que uo = n, uy
= m et pour tout k, Uk.1 est une synthése de u.

1. Existe-t-il un entier n tel que n peut se transformer en n ? Si oui, combien en existe-t-il ?

2. Existe-t-il un entier n tel qu’il soit impossible de transformer n en n ? Si oui, combien en existe-t-il ?

Probléme 3. Un surfeur veut passer ses vacances sur une fle en forme de triangle équilatéral. Comme il veut
pouvoir surfer sur les trois plages de I'ile, il veut poser sa tente a I'endroit d’ou la somme des distances aux cotes
est la plus faible possible.

Pouvez-vous l'aider a trouver I'emplacement idéal ?

Probléme 4. Soient m et n des entiers strictement positifs. On souhaite découper une planche sur laquelle
est tracée une grille rectangulaire de dimensions m x n. Cette opération se fait en plusieurs étapes, qu’on
nomme coupes, qui doivent respecter les contraintes suivantes :

e Oncoupe sur les lignes de la grille.

e Oncoupe en ligne droite d’un bord a l'autre.

e Unefois que la planche est séparée en plusieurs pieces, on ne peut couper qu’une piece a la fois.
Pour quelles valeurs de m et de n peut-on trouver une partition de la planche en dominos (c’est-a-dire des
rectangles de dimensions 2 x 1 et 1 x 2) qu’il est impossible d’obtenir avec des telles coupes ?

Probléme 5. On dit qu’un polygone est convexe lorsque tous les angles internes sont inférieurs a 180¢.
Dans ce probleme on s’intéresse aux fagons de plier des polygones convexes pour obtenir d’autres polygones. La
régle est la suivante : on prend une feuille polygonale, on choisit deux sommets distincts A et B du polygone et
on plie le polygone le long de la médiatrice (d) du segment [AB] (ce qui revient a effectuer une symétrie axiale
d’axe (d)). En particulier, le sommet A est replié sur le sommet B.
On dit qu’un pliage est convexe si le polygone obtenu est convexe.
1. Décrire tous les pliés des polygones suivants.
(a) Les triangles équilatéraux, isoceles ou rectangles.
(b) Les triangles quelconques.
(c) Les polygones réguliers.
2. Soit n 2 3 un entier.
(a) Combien de cotés au maximum peut avoir le plié convexe d’un polygone convexe a n cotés?
(b) Et au minimum ?

Probleme 6. Une guirlande lumineuse comporte n petites lumieres. Quand on l'allume quelques lumiéres
s’allument tout de suite (les mémes a chaque fois) et les autres non. Ensuite la guirlande se comporte comme
suit : au bout de chague minute toutes les lumiéres qui étaient allumées s’éteignent et celles qui étaient éteintes
mais avaient exactement une “voisine” allumée s’allument. Pour quelles valeurs de n peut-on choisir les lumiéres
qui s'allument au départ de sorte que la guirlande ne s’éteigne jamais complétement (tant qu’on ne coupe pas
le courant, bien évidemment) ?

Question supplémentaire : que se passe-t-il si la guirlande est fermée ?



Probleme 1:

On a un billard carré de cété de 1 metre. Trouvez le nombre de trajectoires qui ménent d’un angle
donné a un angle quelconque du billard et qui ont une longueur inférieure ou égale a 6 métres.

Commentaire préalable :

Ce probléme est apparenté au probléme classique d’optimisation géométrique, que I'on retrouve souvent dans
des manuels : étant donné deux points d’'un méme coté par rapport a une droite, trouver un point sur cette
droite qui minimise la somme de distances entre ce point et les deux points de départ.

Sur le dessin ci-contre, le point B’ est le symétrique de B par
rapport a la droite d. Il est facile de voir que la longueur de la ligne
A brisée AMB est égale a la longueur de la ligne AMB’.

Dans le probleme d’optimisation on en conclut que la somme de
d distances est minimale quand la ligne AMB’ est en fait le segment
[AB'].

Dans ce probléme on utilise le méme argument pour tracer les
trajectoires : on sait que la trajectoire d’'une boule minimise la
somme des distances, on peut donc « déplier » la trajectoire en
regardant les symétriques de notre table de billard par rapport a ses cotés. A chaque rebond correspond une
réflexion.

Par exemple, sur le dessin ci-contre, le segment [AE] représente la trajectoire de la D_E C _E
boule qui part du point A et arrive au point E’. La seule possibilité pour que la boule

tombe dans un trou aprés un rebond est que le point E soit le coin. 5

Deux questions supplémentaires ont été posées aux groupes différents : que se

passe-t-il si le billard n’est plus carré mais rectangulaire ou en forme de triangle 4 B

équilatéral ? Dans les deux cas la difficulté réside non dans le principe méme de

regarder les grilles qui résultent des réflexions successives, mais dans le comptage

des noeuds de ces grilles a distance donnée de 'origine. Entre autres, il faut faire beaucoup plus attention a quels
points « pres du bord de la zone » il faut compter ou ne pas compter.



Solution proposée :
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Cas de la grille rectangulaire :

On y voit que le nombre des nceuds qui sont des fins de trajectoires au-dessus de la « diagonale » (la ligne qui
représente le cas ol la boule tombe dans le trou opposé au point de départ) n’est pas du tout le méme que celui
au-dessous. Ce qui rend le comptage difficile si I'on veut trouver le nombre de trajectoires pour la distance
quelconque.
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Cas d’un billard triangulaire :

Le comptage est plus facile ici, une fois qu’on comprend qu’il ne faut pas regarder un quart du plan (dans les
deux cas précédents, on cherchait tous les points dans le premier quart) mais un sixieme, car les directions de
départ sont toutes dans un angle de 60 degrés.
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Probléme 2

John aime jouer avec les nombres. Etant donné un entier n, il décompose les chiffres de n en groupes (non vides)
qui correspondent a des séquences successives identiques. Puis, il réécrit ce nombre comme s’il le lisait par
groupes. Il juxtapose la suite de chiffres et obtient ainsi un nouvel entier : on dit qu’il s’agit d’une synthése de n.

Par exemple pour n = 12312377784545 il peut choisir les groupes (123, 123), (7, 7, 7), (8) et (45, 45). Ainsi en
lisant les groupes on obtient 2 123, 3 7, 1 8 et 2 45. Le nombre 21233718245 est donc une synthéese de n.

Attention, un méme nombre peut se synthétiser de plusieurs maniéres différentes. Par exemple, 133 peut se
synthétiser en cing entiers différents :
(133)=1133;(13)(3) = 11313, (1)(33) =11133; (1)(3, 3) = 1123 et (1)(3)(3) = 111313.

On dit que John peut transformer l'entier n en l'entier m s’il est possible de I'atteindre par des synthéses
successives, c’est-a-dire s’il existe un entier N >1 et une suite (finie) uo, Ui, Uz, ..., Uy d’entiers telle que up = n, uy =
m et pour tout k, ui.1 est une synthése de u.

1. Existe-t-il un entier n tel que n peut se transformer en n ? Si oui, combien en existe-t-il ?

2. Existe-t-il un entier n tel qu’il soit impossible de transformer n en n ? Si oui, combien en existe-t-il ?

Commentaire :

Pour commencer, voici une observation trés importante, qui est derriére toute recherche d’exemples et de
contrexemples : si a un moment ou a un autre une synthése introduit un nouveau chiffre dans I'écriture, on ne
pourra pas I'éliminer dans des synthéses suivantes car ce chiffre devra étre « lu » d’'une maniére ou d’une autre.
Par exemple si on synthétise 333 comme « trois fois 3 », on obtient 33 (on supprime donc un 3), mais si on le
synthétise comme « une fois 33 et une fois 3 », on introduit deux chiffres 1 : 13313, et le 1 ne pourra pas étre
supprimé par des syntheses suivantes C’est ce qui est expliqué a la fin de la premiere page de la solution
proposée.



Solution proposée :
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Commentaire :

Ce qui est démontré ici est plus fort que ce qui a été demandé dans la question initiale : pour dire qu’il y a une
infinité de nombres qui se synthétisent en eux-mémes, 'exemple de tous les nombres qui s’écrivent avec un
nombre pair de 2 suffirait. Léquipe prouve qu’il y a une infinité de nombres qui ne se ressemblent pas.
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Commentaire :

C’est ici que I'argument du début prend son ampleur : a partir du moment ol on ne peut pas synthétiser un
nombre sans introduire un nouveau chiffre, le nombre ne peut pas étre transformé en lui-méme par une suite
de synteses.

Et voici quelques exemple (le signe «=» doit étre lu comme «se _ o . [1\ =9 9

L &

synthétyse en... » pas comme une vraie égalité. - o 1% 1oad =2 99
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Probléeme 3

Un surfeur veut passer ses vacances sur une ile en forme de triangle équilatéral. Comme il veut pouvoir surfer sur
les trois plages de I'ile, il veut poser sa tente a I'endroit d’ou la somme des distances aux cétes est la plus faible

possible. Pouvez-vous l'aider a trouver I'emplacement idéal ?

Question supplémentaire : le résultat reste-t-il vrai si le triangle n’est pas équilatéral ?

Commentaire :

Les deux équipes ont choisi de présenter des solutions séparées et pas une solution commune. Les deux
présentent le méme résultat : si le triangle est isocéle, la somme des distances aux bords ne dépend pas du point
ou le surfeur s’installe. Géogébra est ici (dans la premiere solution) un bon outil pour donner I'intuition. Mais le

résultat doit tout de méme étre démontré rigoureusement.

Solutions proposées :
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La deuxiéme solution détaille beaucoup moins la preuve pour le cas équilatéral (exactement la méme que dans
la premiére solution), mais explique ce qui se passe dans le cas de triangle isocéle ou quelconque.

Voici la démonstration pour le cas ol I'ile est un triangle isocéle de base [BC]

On constate que les triangles BCN et BQR sont en configuration de théoreme de Thales et sont donc semblables.
De méme pour les triangles CBM et CQS. Ce qui permet d’obtenir des rapports entre les longueurs :
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Cette conclusion (si on se place sur le coté [BC], la somme des distances qux cotés [AB] et [AC] est égale a la
longueur des hauteurs issues de B et de C) permet de dire, que le résultat de la premiére partie n’est pas vraie
ici : si on se place en A, la somme des distances est la hauteur issue du sommet principal qui est différente de la
hauteur issue d’un sommet de la base si le triangle n’est pas équilatéral.

3 Lyl
- —2 | [ /
AGre 2 7 s x'l /\,/vj I 5 A ’y,&,ﬁ / //./
/ - = ~ Ay ¢ - el e 7
ez Ll LR skl
/
7. 88
,n”-‘“'s'; > 1 &) L] S ) .
> } ] 0 A4 0/ y 1 “/A,
o L et 7 Qu’lu'w“" - f7u_«_ /-J,J”» ¢ /?de,mﬂg,/ 7la/
/ ‘_/ ’ !
AL o ooy P} & f\oj air L,L:; L lo. A

Ce résultat ne permet cependant pas trouver I'emplacement idéal car on ne sait rien de la somme des distances
aux cotés si I'on se place ailleurs que sur la base ou sur le sommet principal du triangle.
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Dans ce troisieme cas, celui du triangle quelconque, I'équipe a montré le résultat suivant: la hauteur
correspondant au plus grand c6té est la plus petite, donc parmi les trois sommets, celui opposé au plus grand
cOté est le plus intéressant pour le surfeur.

Mais comme pour le cas du triangle isocele, le placement a I'intérieur du triangle n’est pas étudié.



Probleme 4

Soient m et n des entiers strictement positifs. On souhaite découper une planche sur laquelle est tracée une grille
rectangulaire de dimensions m x n. Cette opération se fait en plusieurs étapes, qu’'on nomme coupes, qui doivent
respecter les contraintes suivantes :

— On coupe sur les lignes de la grille.

— On coupe en ligne droite d’un bord a I'autre.

— Une fois que la planche est séparée en plusieurs piéces, on ne peut couper qu’une piece a la fois.
Pour quelles valeurs de m et de n peut-on trouver une partition de la planche en dominos (c’est-a-dire des
rectangles de dimensions 2x1 et 1x2) qu’il est impossible d’obtenir avec des telles coupes ?

Commentaire :

Pour répondre a la question posée, les deux équipes ont procédé de la méme maniere : elles ont étudié des
petits cas d’abord pour constater que si le rectangle est « trop petit » alors toute grille est découpable. Il a fallu
ensuite démontrer ce constat. Deux facons de procéder ont été tentées : faire la liste de tous les « petits cas »
(trop lourd, difficile a montrer qu’aucun rectangle, ni aucune grille n’a été oubliée) et démontrer en regroupant
les rectangles ayant une méme longueur d’un des c6tés. C'est cette stratégie qui est présentée ici, sur les trois
premiéeres pages.

Lors de I'étude de ces petits cas, les deux équipes ont trouvé deux grilles de taillé 5x6 qui ne sont pas
découpables. Une seule est présentée ici. Elles ont ensuite remarqué que si une telle grille est placée a l'intérieur
d’une grille plus grande, la grande grille ne peut pas étre découpée jusqu’au bout. Il a fallu alors montrer qu’on
peut placer un rectangle 5x6 a l'intérieur de n’importe quel rectangle (avec au moins un coté pair, bien entendu)
de telle sorte que le reste du grand rectangle soit pavable par des « dominos ». Ce qui constitue la deuxieme
partie de la solution.
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Probléeme 5

On dit qu’un polygone est convexe lorsque tous les angles internes sont inférieurs a 180-.

Dans ce probléme on s’intéresses aux fagons de plier des polygones convexes pour obtenir d’autres polygones. La
régle est la suivante : on prend une feuille polygonale, on choisit deux sommets distincts A et B du polygone et
plie le polygone le long de la médiatrice (d) du segment [AB] (ce qui revient a effectuer une symétrie axiale d’axe
(d)). En particulier, le sommet A est replié sur le sommet B.

On dit qu’un pliage est convexe si le polygone obtenu est convexe.

1. Décrire tous les pliés des polygones suivants.
(a) Les triangles équilatéraux, isocéles ou rectangles.
(b) Les triangles quelconques.
(c) Les polygones réguliers.
2. Soit n 2 3 un entier.
(a) Combien de cotés au maximum peut avoir le plié convexe d’un polygone convexe a n cétés ?
(b) Et au minimum ?

Commentaire :

L'objectif de la premiere question était d’acquérir un sens de la situation, de voir ce qui est possible et ce qui ne
I'est pas. Les polygones roses que vous allez voir dans les pages suivantes sont en effet découpés et permettent
de constater physiquement les différentes facons de plier des polygones particuliers. Essayez de vous en
fabriquer et amusez-vous !

Encore une fois, les deux équipes ont proposé deux solutions avec les styles de rédaction tres différents que nous
vous proposons de comparer.
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Le triangle équilatéral est le cas le plus simple car c’est le triangle le plus symétrique possible. Et comme tout
pliage peut étre vu comme superposition d’une partie de la figure avec le symétrique de l'autre, les axes de

symétrie jouent un role majeur dans I'étude de ce probléme. Plus il y a d’axes de symétrie, moins de figures
différentes on peut obtenir.



1] | | | | |
t ” T | a
| iz | [ [ , rM |
Fllla ST TITT] .M,
1 | T i ﬁu | IR} l IT1
.pw m || ,J,_ | , A ~ ,
o~ i | i ;_w:.u 3 |
- | h 4M _M m % fhm 7
L1 , ME) ", | o
U]

D A A

q ” |

, TS _ §

. 5 BERRE p L I . .

| H=E ] L)) i QUL il |

T T T S i , | [ 11

I , Ell ;,Mo | 81114l § L

SO | Mﬂl = 3114
LT i | | £ e

L | |} [ - I
[ , T ,V | | .W,v/ n¥ | @ll‘

S Aﬂ | M | ﬂ E:qpy ;mnu,, 7 | oL |
LTI IRLTED Salilii
ﬁ , 7 TN A

- Q SRR S
s jl‘ _, \l_‘
i > siecw ]| Cicias

T

-\

—




‘Iﬂ ¢
[N

e ) dotee | cle  Syniine | =: ==
=l —fbeae—J }ﬁﬂ i, ‘%{:ugx : C%L{W_M’




1 . .+ e e e - L y.-;: et
alll T TN , T e e T
1] | ] 7 1 | | |
ANARRRRHNAN | L 1 L 1 it "
;_ 1 ” HERN! | || ” | “ _ 4 W ,7
| |
|
JW | | _ | , ! .,.x..)iwl.l NN .. ot : 1 '
W i | | h ” W | L * ,.,
7lrl [ 3 ] | _ | | ,7 * |
B ARG A ARG AR RN AR A RAAY AUREIRARIRNY i
‘.Mx 1] [Y * i ; y 7,. ,“ | , | __:M ({11} ,
,\...lwnl An, j M .M- fm m. A% u (111 W v “ M | ,, LM .
il ARG A LRI
R R R = LR T
I O G RARBARRRRRRE: ST RN T
BT TS [T | | 37
S , | il _ | ,rv RN M [1l]e LLLL] Mulf | | L
NG ~ T TTTTT (TSI ITTTITTTTT
.Mam 4RI R RN 0 RURNRTRGE R ORI 01 8l
b , : j , S IE Tl
A WREAE- 10 S g w < migly i
&g | 13 0y ’ Sl " 3|
_

</

=

L

M Ay e

|

(n
B4 -
AP

FSISTAA

o
W -

reone

{

oA

===
|

(o7

(N Tel S S

ot
My
- Samkuk

* 3»5‘;; o b

——————F ) s{‘sl—amdp +

===

i< S 3
| | | S - J b
, AT TG | , T J T AT 6 gl
0 o M A Wl .
DT e . , HipZa =301 BN , = = LA ,

VED ER ) | \.@YJR..;« 2 I Fash) ﬂ{_\IM VD W,),

. Y : i i N

|




plests

| )
A‘AM C $
IR I 2 il it
W , : { 7 | | ,
........ SEERARREN 1T Iletil [ M , < T T T T T
| AR e AR LS [T 1]

ol
i
5 —
(’,l |
==

L frconsa
}

ﬂ]m
=
}7

|

on

, [ TS
L) ]IS | |
”,w LV ﬁ s | 1= il S TR SIS
IS
] oy | T !
7 9 _ || ,
. (A PN I _ =i
|l < Lalll [ |
TS T , , <
TR d ERaRURHARIRNINT
2171 ST EEEEmEER , —t
1 1Y | |




......

QA )

Ok
‘ : -

QU

EF Izmc(sx:'.‘cmv

2

o
Nt Qein

<t
G

H e

i
T~

LA

1 ow

4 u.{‘lr AN ke

A

of 0

AR

n {/
wnao
i

b

7




Solution 2
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Probleme 6

Une guirlande lumineuse comporte n petites lumieres. Quand on l'allume, quelques lumieres s’allument tout de
suite (les mémes a chaque fois) et les autres non. Ensuite la guirlande se comporte comme suit : au bout de
chaque minute toutes les lumiéres qui étaient allumées s’éteignent et celles qui étaient éteintes mais avaient
exactement une “voisine” allumée s’allument. Pour quelles valeurs de n peut-on choisir les lumieres qui s’allument
au départ de sorte que la guirlande ne s’éteigne jamais complétement (tant qu’on ne coupe pas le courant, bien
évidemment) ?

Question supplémentaire : que se passe-t-il si la guirlande est fermée ?

Commentaire :

Ce probléme est largement inspiré par le Jeu de la Vie (https://fr.wikipedia.org/wiki/leu de la vie). Si vous ne
connaissez pas ce jeu, allez le voir. C’est passionnant et tres instructif.

La solution est basée sur I'observation suivante : si I'on peut trouver une configuration qui revient sur elle-méme,
alors cette configuration est éternelle (la guirlande ne s’éteint jamais). La réciproque est aussi vraie : comme le
nombre de lumieres ne change pas (contrairement au vrai Jeu de la Vie), il n’y a qu’'un nombre fini de
configurations distinctes, donc si une configuration de départ donne lieu a une guirlande qui ne s’éteint jamais,
il y aura forcément un état de la guirlande qui va se répéter.

Toutes les démonstrations dans les solutions proposées par les deux équipes sont donc de I'un des deux types :
soit on montre qu’une configuration de départ se transforme en une configuration éteinte, soit on trouve un état
qui revient.

Les configurations éternelles proposées ici sont construites a partir d’'une configuration de base : deux lumiéres
dont I'une est allumée et l'autre est éteinte. Ce qui permet de construire les configurations éternelles pour tout
nombre pair de lumiéres.

L'autre ingrédient est une lumiére qui ne s’allume jamais, qui joue le réle d’un « mur » entre deux parties
éternelles d’une guirlande avec un nombre impair de lumiéres.



Solution proposée :
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