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Le genre d’une surface = le nombre de « trous »

Surfaces de genre O :

Ellipsoide

Une surface de genre 1 : le tore Une surface de genre 2

Une surface de genre 3



LA RELATION D’EULER

Théoreme : Soit P un polyedre convexe. Soit
s le nombre de sommets de P,
a le nombre d’arétes de P,
fle nombre de faces de P.
La relation suivante, dite relation d’Euler, est alors vérifiée :

Si—aihfi=id

Exemples :
la pyramide carrée un polyedre cristallographique : le quartz

s=8a=8;f=5 ets—a'+f =2 §s=32,a=46,f=16 ets—a+f = 2

le rhombicosidodécaedre

§=60,a=120,f=62 ets—a+f =2



Exercice : les cinq solides de Platon
Il n’existe que cinq poly&dres réguliers convexes : on les appelle les solides de
Platon. 1l s’agit du tétraédre, du cube, de 'octaédre, du dodécaeédre et de

Iicosaédre. Vérifiez la relation d’Euler pour chacun de ces polyedres.

Tétraedre s =4,a=6,f=4, s—a+f=2

Hexaédre (cube) s=8,a=12,f=6, s—a+f = 2

Octaédre s=6,a=12,f=8 s—a+f =2

Dodécaedre s5s=20,a=30,f=12s—-a+f =2

Icosaedre s=12,a=30,f=20 s—-a+f =2



Un contre-exemple : le petit dodécaedre étoilé

Ce solide est non convexe s=12,a =230, f=12

s—-a+f= -6



Pour une surface X lisse et fermée quelconque, on triangule X, i.e. on trace sur
> un graphe de sorte que chacune des faces soit un triangle (éventuellement

déformé, ce qui n’a pas d’importance en topologie),

600 vertices

puis on compte les nombres s de sommets, a d’arétes et f de faces et on calcule la
somme alternée
x=s—a+f



Théoreme : L’entier  est indépendant de la triangulation choisie. Il est appelé
caractéristique d’Euler-Poincaré de 2. 11 est lié au genre g de la surface par la

formule

[x =2-2¢]

Exemples : pour la sphére

y= 2 ¢tg=1,

pour le tore

y= 0 etge];



Avantage : cela peut étre réalisé pour n’importe quelle surface, méme tres

compliquée !










